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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Брошюра посвящена одной их важнейших тем, традиционно изучаемых 
на первом курсе высших учебных заведений – интегральному исчислению. 
Не все поступившие на первый курс изучали эту тему в средней школе, а 
научиться хорошо интегрировать за время отведённых по учебной про-
грамме 3-4 семинарских занятий является трудно выполнимой задачей да-
же для способных молодых людей, получивших в средней школе началь-
ный опыт. Дело в том, что необходимо разбираться в существующих 
приёмах интегрирования и многочисленных подстановках, на изучение 
которых требуется определённое время для выработки практических навы-
ков. Данная брошюра написана именно для того, чтобы любой студент, 
начинающий изучать интегральное исчисление, мог получить в сжатом 
виде информацию о наиболее изученных классах интегрируемых функций 
одной вещественной переменной, а также об основных методах вычисле-
ния неопределённых интегралов. Это тем более важно, что полученные при 
этом навыки пригодятся в будущем при изучении определённых, а также 
кратных, поверхностных, криволинейных и прочих видов интегралов. 
      В начале брошюры приводятся определения первообразной и неопре-
делённого интеграла, сформулированы важнейшие свойства интегралов, 
даётся таблица наиболее часто используемых интегралов от элементарных 
функций, а затем для каждого класса интегрируемых функций (рациональ-
ные дроби, иррациональные, тригонометрические и др. функции) рассмат-
риваются соответствующие приёмы интегрирования. В этом смысле дан-
ное пособие является мини-справочником по приёмам интегрирования. 
Каждый из приведённых способов вычисления интегралов иллюстрируется 
примерами решения задач.  
      Конечно, разобранных в пособии примеров задач недостаточно для бо-
лее детального изучения этого раздела интегрального исчисления. В из-
вестной мере брошюра является лишь путеводителем по неопределённым 
интегралам, с помощью которого можно начать осваивать данный раздел. 
Практическое интегрирование с необходимостью должно предваряться 
изучением теории неопределённых интегралов с подробными выводами, 
теоремами и обоснованиями. При этом рекомендуется обращаться к прове-
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ренным временем учебникам по курсу математического анализа (напри-
мер, трудам Г.М. Фихтенгольца, Л.Б.Кудрявцева и С.М. Никольского, В.А. 
Ильина, Э.Г. Позняка, В.А. Садовничего, Бл.Х. Сендова и др.), научным 
трудам известных математиков по упомянутой теме, а также лекциям, чи-
таемым для студентов факультета. И, конечно, работу с данной брошюрой 
надо сочетать с решением достаточного количества задач. Только тогда 
будут приобретены необходимые навыки практического интегрирования. 
      И в заключение несколько практических советов студентам. Следует 
иметь в виду, что проработку материала по любой теме не стоит отклады-
вать «на потом», т.е на время сессии. Лучше всего делать это постепенно, 
параллельно тому, как на практических занятиях изучается с преподавате-
лем тот или иной раздел. Если при этом возникают вопросы, то не надо 
стесняться задавать их преподавателю и свом коллегам. Важно проявлять 
инициативу, консультироваться у людей, лучше вас разбирающихся в дан-
ной области, используя любую возможность, поскольку вы заинтересованы 
в том, чтобы хорошо освоить изучаемую дисциплину. 
      Отвечая на экзамене на вопрос билета, чётко формулируйте необходи-
мые определения и свойства. Надо приучить себя к аккуратности и строго-
сти проведения математических доказательств, быть готовым в любой мо-
мент, если понадобится, привести все необходимые пояснения и обоснова-
ния. Поэтому при работе с учебной литературой сразу обращайте внимание 
на встречающиеся в тексте определения и формулировки свойств, старай-
тесь их запомнить. Следует помнить, что во время экзамена студенту 
обычно предлагается решить одну или несколько задач, продемонстриро-
вав тем самым навыки и умения использовать свои знания на практике. 
Для этого, как уже отмечалось выше, необходим соответствующий опыт и 
постоянная тренировка в решении задач.  
 
      Пособие написано автором, кандидатом физ.-мат. наук, доцентом, на 
основе многолетнего опыта ведения семинаров по математическому анали-
зу на 1-м курсе факультета Вычислительной математики и кибернетики 
МГУ им. М.В.Ломоносова.  
 
                                                                                          С уважением, 
                                                                                                                      автор 

 
 
 
 
 

 

 
§ 1. 

 
ПОНЯТИЕ НЕОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

      «Интегральное исчисление  – раздел математики, в ко-
тором  изучаются свойства интегралов и связанных с ними 
процессов  интегрирования. Простейшими понятиями инте-
грального исчисления являются неопределённый интеграл и 
определённый интеграл. Этот раздел  тесно связан с диффе-
ренциальным исчислением, вместе с которым составляет од-
ну из основных частей математического анализа. Как диф-
ференциальное, так и интегральное исчисление базируются 
на методе бесконечно малых или методе пределов». 

                                                                            Большой энциклопедический словарь [9] 
 

  «Напрасно думают, что она (фантазия) нужна только по-
эту. Это глупый предрассудок! Даже в математике она нуж-
на, даже открытие дифференциального и интегрального ис-
числений невозможно было бы без фантазии».    

                                                                                                                     В.И. Ленин 
 

 1.1. Историческая справка 
      В настоящее время изучение темы «интегралы» чаще всего начинают с 
понятия первообразной функции, потом вводят понятие неопределённого 
интеграла, изучают его свойства, и уже затем переходят к изучению опреде-
лённого интеграла и его разновидностей (собственного и несобственного ви-
дов) и установлению тесной связи неопределённого и определённого инте-
гралов. Однако исторически первоначально сформировалось понятие инте-
грала определённого.  
      Известно, что вплоть до конца XVII в. математики умели вычислять неко-
торые виды определённых интегралов, решая с их помощью отдельные прак-
тические задачи по вычислению площадей и объёмов тел, однако в то время 
ещё не существовало чёткого общего определения определённого интеграла. 
Не существовало тогда и понятия первообразной. Это было связано с недос-
таточным развитием теории пределов и основанного на ней дифференциаль-
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ного исчисления. Их развитие, в свою очередь, тормозилось отсутствием 
строгой теории вещественного числа.  
      В конце XVII в. в Европе образовались две крупные математические шко-
лы, которые существовали на протяжении почти всего XVIII в. Главой одной 
из них был крупный немецкий учёный Готфрид Вильгельм фон Лейбниц 
(1646–1716). Как он сам, так и его ученики и сотрудники – Гильом Франсуа 
Лопиталь (1661–1704), братья Якоб (1654–1705) и Иоганн (1667–1748) Бер-
нулли, а также его непосредственные последователи, в том числе Леонард 
Эйлер (1707–1783), жили и творили в основном на континенте. Вторая школа, 
предшественниками которой были Джон Валлис (1616–1703) и Исаак Барроу 
(1630–1677), возглавляемая Ньютоном, состояла из английских и шотланд-
ских учёных. В их числе был и Колин Маклорен (1698–1746). Работа обеих 
школ привела к большому прогрессу в области математического анализа, к 
созданию в достаточно законченном виде дифференциального и интегрально-
го исчислений.   
      Так, Г. Лейбниц, исходя из понятия определённого интеграла, пришёл к 
понятию функции ( )xF , являющейся первообразной для данной функции 

( )xf , так что ( ) ( )xfxF =′ . Отсюда следовало заключение о том, что диф-
ференцирование и интегрирование являются двумя взаимно обратными опе-
рациями, вроде сложения и вычитания, умножения и деления, возведения в 
степень и извлечения корня. Вычисление интегралов Лейбниц и его ученики 
(первыми из которых являлись братья Я. и И. Бернулли) стали сводить к оты-
сканию первообразных. При вычислении интегралов с определёнными преде-
лами с помощью неопределённых интегралов как И. Ньютон, так и Лейбниц 
пользовались носящей их имя формулой. Среди используемых Лейбницем 
специальных способов интегрирования были: замена переменной, интегриро-
вание по частям, а также дифференцирование по параметру под знаком инте-
грала. Г. Лейбницу  принадлежит также идея интегрирования рациональных 
дробей при помощи разложения их на простейшие дроби, впоследствии усо-
вершенствованная другими учёными. Именно Г. Лейбниц предложил исполь-
зовать для обозначения интеграла знак ∫ ydx  (1686), где символ ∫ есть стили-

зованное удлинённое S  (первая буква слова ”Summa”). Термин «первообразная» 
(или примитивная) функция ввёл в начале XVIII в. Джозеф Луи Лагранж 
(1736–1813). Термин «интеграл» впервые употребил в печати Я. Бернулли в 
1690 г., после чего вошло в обиход и выражение «интегральное исчисление».  
      Независимо от Г. Лейбница и ещё до него эти результаты были получены 
Исааком Ньютоном (1643–1727). Многие задачи из механики и физики ве-
дут, как известно теперь, к понятию первообразной функции и неопределён-
ного интеграла, однако исторически, в частности у И. Ньютона, это понятие 
возникло из геометрии как задача квадратуры кривой. Ньютону удалось дока-
зать, что площадь ( )xS  криволинейной трапеции, ограниченной снизу осью 
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абсцисс, сверху – графиком кривой ( )xfy = , определённой и непрерывной 

на отрезке [ ]ba, , если её рассматривать на отрезке [ ]xa, , где x  – произ-

вольно взятое на [ ]ba,  значение, есть первообразная функция для функции 

( )xfy = : ( )xS = ( ) ( )aFxF − . Это равенство, пользуясь современными 
символами, можно записать в виде 

                                         ( ) ( ) ( )aFxFdxxf
x

a

−=∫ . 

Для определения площади всей криволинейной трапеции следует положить 
bx = : 

                                          ( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a

−=∫ . 

Это и есть так называемая формула Ньютона–Лейбница, содержание которой 
по существу восходит к И. Барроу. В ней определённый интеграл, рассматри-
ваемый как функция верхнего переменного предела интегрирования x , пред-
ставлен в виде одной из первообразных ( ) CxF +  ( ( )aFC −= ) подынте-

гральной функции ( )xf . Эта формула носит также название основной фор-
мулы интегрального исчисления. Она позволяет сводить довольно сложное 
вычисление определённых интегралов, т.е. нахождение пределов интеграль-
ных сумм, к сравнительно более простой операции отыскания первообраз-
ных. Правая часть в этой формуле называется двойной подстановкой и запи-

сывается в виде ( ) b

a
xF . Итак, задача вычисления площади фигур, т.е. квад-

ратура, ведёт к понятиям как определённого, так и неопределённого интегра-
лов. Вот почему вычисление интегралов стали иногда называть квадратурой. 
Важнейшую роль в интегрировании Ньютон уделял разложению интегрируе-
мой функции в степенной ряд и затем почленному его интегрированию. Ин-
тегрирование в конечном виде также не было оставлено Ньютоном без вни-
мания, хотя играло в его исследованиях второстепенную роль. 
     В XVIII в. наибольший вклад в развитие и популяризацию дифференци-
ального и интегрального исчислений внёс Л. Эйлер. До него кроме «Анализа 
бесконечно малых» Лопиталя (1696), содержащего лишь начальные сведения 
по дифференциальному исчислению, и курса лекций по интегральному ис-
числению И. Бернулли (1742), составленных, как и книга Лопиталя, в 90-х 
годах XVII в., по сути, не было никаких учебников или общих руководств по 
этой новой отрасли науки. Указанные две книги значительно устарели и в 
первой половине XVIII в. отстали от развития анализа. Остро чувствовалась 
потребность в новом систематическом курсе. Это обстоятельство и побудило 
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Эйлера составить полный курс математического анализа. Этот курс состоит 
из следующих книг. 
      1) «Введение в анализ бесконечных», 2 тома (1748). 
      2) «Дифференциальное исчисление», 1 том (1755). 
      3) «Интегральное исчисление», 3 тома (1768–1769). 
      Эти книги содержат как результаты работ предшественников и современ-
ников Эйлера, так и многие его собственные исследования в области анализа. 
В своих трудах Эйлер излагает многочисленные приёмы вычисления неопре-
делённых интегралов, применяя и развивая новые методы такие, как, напри-
мер, интегрирование по параметру, использование разных подстановок (под-
становки Эйлера) и др. В отличие от Лейбница у Эйлера, как и у Ньютона, 
исходным является понятие первообразной, т.е. неопределённого интеграла. 
«Неопределённым» интеграл называется потому, что определяется с точно-
стью до произвольной постоянной C . Определённый интеграл был для Эй-
лера лишь частным случаем неопределённого, одной из первообразных. 
Именно Л. Эйлер предложил использовать знак ∑ (греческая буква «сиг-
ма») для обозначения интегральных сумм. 
      Существенный вклад в развитие интегрального и дифференциального ис-
числений внесли также французский учёный и просветитель Жан Даламбер 
(1717–1783) и, особенно, крупный французский математик Огюстен Луи Ко-
ши (1789–1857).  
      Развитием математического анализа в XIX в. занимались и русские учё-
ные, например, М.В. Остроградский (1801–1862) и П.Л. Чебышёв (1821–
1894). Академику Михаилу Васильевичу Остроградскому принадлежат такие 
важнейшие результаты в области  интегрального исчисления, как формула, 
сводящая вычисление тройного (и, вообще, n -кратного) интеграла к вычис-
лению двойного ( ( )1−n -кратного) интеграла, общий приём интеграции ра-
циональных функций, формула преобразования переменных в многомерных 
интегралах и др. Пафнутий Львович Чебышёв посвятил шесть больших ме-
муаров интегрированию алгебраических функций. Среди его классических 
результатов имеется знаменитая теорема об интегрировании биномиальных 
дифференциалов. 
 
      Итак, рассмотрим задачу восстановления функции по её известной произ-
водной. Это важнейшая задача интегрального исчисления. Процедура нахож-
дения функции по её производной называется интегрированием. Интегриро-
вание является процедурой обратной дифференцированию (нахождению про-
изводной от заданной функции).  
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1.2. Понятие первообразной функции  
    и неопределённого интеграла 

      Пусть на интервале ( )ba, , возможно бесконечном, определена функция 

одной действительной переменной ( )xf . 

      Опр.1 (точной первообразной). Функция ( )xF  называется точной перво-

образной по отношению к функции ( )xf  на интервале ( )ba, , если в любой 

точке этого интервала функция ( )xF  дифференцируема и имеет производ-

ную ( )xF ′ , равную ( )xf  (или, что то же самое, ( )dxxf  служит дифферен-

циалом для ( )xF : ( ) ( )dxxfxdF = ). 
      Например, функция xsin  является точной первообразной для функции 

xcos  на множестве всех действительных чисел R , поскольку  

( ) xx cossin =′ .  

      Замечание. Под точной первообразной для функции ( )xf  на сегменте 

[ ]ba,  будем понимать функцию ( )xF , имеющую производную ( )xF ′  в 

любой внутренней точке сегмента, равную ( )xf , и, кроме того, имеющую 

правую производную ( )0+′ aF , равную ( )0+af , и левую производную 

( )0−′ bF , равную ( )0−bf . 

      Заметим, что если функция ( )xf  имеет на ( )ba,  хотя бы одну первооб-

разную функцию ( )xF , то она имеет на этом интервале сразу бесконечное 

множество первообразных, поскольку любая функция вида ( ) CxF + , где C  
– произвольное действительное число, также будет удовлетворять определе-
нию первообразной. Более того, если ( )xF  – одна из первообразных для 

функции ( )xf  на ( )ba, , то любая другая первообразная ( )xF  для этой 

функции на данном интервале имеет вид  ( )xF = ( ) CxF + , где C  – некото-
рое действительное число. Таким образом, любые две первообразные одной 
функции могут отличаться только на константу. Подчеркнём, что, в силу 
дифференцируемости, первообразная всегда является непрерывной функци-
ей. 
      Не всякая функция имеет первообразную в приведённом выше строгом 
смысле слова, потому что не всякая функция является производной от другой 
функции. Но если функция ( )xf , определённая на ( )ba, , имеет на этом 
множестве первообразную, то она называется интегрируемой на нём. Расши-
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рить класс интегрируемых функций позволило введение понятия обобщённой 
первообразной. 
      Опр.2 (обобщённой первообразной). Функция ( )xF  называется обобщён-

ной первообразной для функции ( )xf  на интервале ( )ba, , если:        

      1) ( )xF  непрерывна на ( )ba, ; 

      2) в любой точке ( )bax ,∈ , за исключением, быть может, множества 

точек K , функция ( )xF  дифференцируема и имеет производную ( )xF ′ , 

равную ( )xf . При этом в случае конечного интервала ( )ba,  множество K  

состоит не более чем из конечного числа точек. Если же интервал ( )ba,  бес-

конечен, т.е. имеет вид ( )b,∞− , ( )+∞,a  или ( )+∞∞− , , то множество K  

может быть счётным, но при этом каждый конечный подинтервал из ( )ba,  
не должен содержать более конечного числа точек K . 
      Таким образом, в отличие от определения точной первообразной, в поня-
тии обобщённой первообразной допускается, что производная может не су-
ществовать в отдельных точках интервала интегрирования. Если нет необхо-
димости подчёркивать, что мы имеем дело именно с точной или обобщённой 
первообразной, то будем называть ( )xF  просто первообразной.  

      Пример 1. Найти все первообразные для функции ( ) xxf sgn=  на ин-

тервале ( )1,1− . 
      Решение. Покажем, что точная первообразная для данной функции  

( )
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∈−
=
∈

=
,0,1,1

,0,0
,1,0,1

xесли
xесли
xесли

xf  на указанном интервале не существует и 

можно найти лишь обобщённую первообразную. Действительно, при 
( )1,0∈x  первообразная ( )xF  имеет общий вид 1Cx + , а при ( )0,1−∈x , 

соответственно, вид 2Cx +− , где 21,CC  – произвольные действительные 
константы. Учтём, что в точке 0=x  первообразная должна быть непрерыв-
ной. Записав условие непрерывности ( ) =+−

−→ 200
lim Cx

x
 

= ( )100
lim Cx

x
+

+→
( )0F= , определяем искомое соотношение между констан-

тами: 12 CC = . Таким образом, общий вид любой из первообразных: 

( )xF = x + 1C , где RC ∈1 . Любая из этих функций непрерывна на ( )1,1−  и 
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( ) ( )1,00,1 U−∈∀x  её производная совпадает с xsgn . При этом в точке 
0=x  первообразная не имеет производной. 

      Пример 2. Найти общий вид первообразной для функции ( ) xexf =  на 
всей числовой прямой. 
      Решение. При 0>x  ( ) xexf =  и первообразная имеет вид ( ) =xF   

1Ce x += , где RC ∈1 . При 0<x  ( ) xexf −=  и, соответственно, её пер-

вообразная имеет вид ( ) 2CexF x +−= − , RC ∈2 . Учтём теперь непрерыв-

ность первообразной в точке 0=x : ( ) =+− −

−→ 200
lim Ce x

x
( )100

lim Ce x

x
+

+→
 ⇔ 

⇔ 12 11 CC +=+−  ⇔ 212 += CC .  
Таким образом, общий вид любой из первообразных следующий: 

                              ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<++−

≥+
=

− 0,2

0,

1

1

xеслиCe

xеслиCe
xF

x

x

. 

Отметим, что, так как 

( ) ( ) ( )
=

−
=′

+→+ x
FxFF

x

0lim0
00

( ) ( )
x

CCe x

x

11

00

1lim +−+
+→

=1 и 

( ) =′− 0F ( ) ( )
=

+−++− −

−→ x
CCe x

x

11

00

12lim
( )

11lim
00

=
−
−−

+→− x
e x

x
, то ( )xF  

дифференцируема всюду, включая точку 0=x , т.е. мы нашли точную пер-
вообразную. 
      Опр.3 (неопределённого интеграла). Совокупность всех первообразных 
функций для данной функции ( )xf  на промежутке ( )ba,  называется неоп-

ределённым интегралом от функции ( )xf  на этом множестве и обозначается 

                                             ( )∫ dxxf = ( )xF + C , 

где ( )xF  – любая первообразная для ( )xf  на ( )ba, , C  –  произвольная 

действительная константа. При этом символ ∫ называется знаком интеграла, 

( )xf  – подынтегральной функцией (если интеграл существует, то функция 

называется интегрируемой), ( )dxxf  – подынтегральным выражением, x  – 
переменной интегрирования, а dx  – её дифференциалом. Область интегриро-
вания ( )ba,  обычно можно определить из контекста задачи (чаще всего это 

промежутки непрерывности ( )xf ). Например, ∫ = Cdx0 , ∫ += Cxdx . 
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      Пример 3. Найти неопределённый интеграл ( )∫ dxx 2;1max . 

      Решение. Рассмотрим случаи: 1≤x  и 1>x .  

      1) Если 11 ≤≤− x , то имеем ( )∫ dxx 2;1max ∫ +== Cxdx . 

      2) Если 1>x , то имеем ( )∫ dxx 2;1max ∫ +== 1

3
2

3
Cxdxx . 

В силу непрерывности первообразной в точке 1=x  должно выполняться 

условие 13
11 CC +=+ , откуда 

3
2

1 += CC . 

      3) Если 1−<x , то имеем ( )∫ dxx 2;1max ∫ +== 2

3
2

3
Cxdxx ,  соот-

ветственно для непрерывности первообразной в точке 1−=x  должно вы-
полняться равенство 

                           23
11 CC +−=+− , откуда 

3
2

2 −= CC . 

      Итак, окончательно 

                 ( )∫ dxx 2;1max ;

,1,
3
2

3

11,

;1,
3
2

3

3

3

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>++

≤≤−+

−<+−

=

xгдеCx
xгдеCx

xгдеCx

 

где C  – произвольная постоянная. 

      Пример 4. Найти неопределённый интеграл 
                                     ∫ − dxx2sin1     ( )π≤≤ x0 . 

      Решение.  

∫ − dxx2sin1 ( ) =−= ∫ dxxx 2sincos =−∫ dxxx sincos   
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( )

( )
=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<−

≤≤−
=

∫

∫

ππ

π

xеслиdxxx

xеслиdxxx

4
,cossin

4
0,sincos

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<+−−

≤≤++
=

.
4

,cossin

4
0,cossin

1 ππ

π

xеслиCxx

xеслиCxx
 

В точке 
4
π

=x  запишем условие непрерывности первообразных: 

                       14
cos

4
sin

4
cos

4
sin CC +−−=++

ππππ
, 

или 
                      122 CC +−=+ , откуда 221 += CC . 
Таким образом, имеем 

∫ − dxx2sin1

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<++−−

≤≤++
=

.
4

,22cossin

4
0,cossin

ππ

π

xеслиCxx

xеслиCxx
       ( )1  

       Замечание. Иногда в данной задаче приводят ответ в виде 

           ∫ − dxx2sin1 ( ) ( ) Cxxxx +−⋅+= sincossgncossin .  

Надо понимать, что это не вполне корректно. Действительно, так выглядит 

неопределённый интеграл на каждом из промежутков ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡

4
,0 π

 и ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛ ππ ,

4
. 

Однако на всём отрезке [ ]π,0  интеграл равен именно выражению ( )1 . 

      Вообще, если в условии задачи сказано, что надо вычислить неопределён-
ный интеграл, но не указано, на каком именно промежутке, то это подразуме-
вает, что его требуется вычислить на области интегрируемости подынте-
гральной функции. И, строго говоря, в ответе следует указывать эту область 

интегрируемости, например, ∫ += Cx
x

dx ln  ( )0≠x .    
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Такая запись означает, что данная формула справедлива для любого интерва-
ла, не содержащего внутри себя значение 0=x  (в том числе для каждого из 
бесконечных интервалов ( )0,∞−  и ( )+∞,0 ). Эта форма ответа в данном 
случае единственно возможная, так как найти интеграл на объединении этих 
промежутков  нельзя (первообразные терпят разрыв 2 рода в точке 0=x ). 
      Иногда при вычислении интеграла применяется искусственный приём 
деления на некоторое выражение, которое, естественно, тогда не должно об-
ращаться в нуль. Допустим, это выражение равно нулю при 0xx = . Тогда 

вычисляют интеграл при 0xx ≠ , а в конце, если при этом значении 0x  ни 
подынтегральная функция, ни первообразные не имеют особенностей (опре-
делены и непрерывны), доопределяют полученное выражение для первооб-
разных в точке 0x  их предельными значениями. 

      Пример 5.  Найти неопределённый интеграл  
( )∫

++

− dx
xx

x
22

2

1
1

. 

      Решение. Подынтегральная функция определена, непрерывна и, следова-
тельно, интегрируема при всех действительных x . При 0≠x  имеем: 

( )∫
++

− dx
xx

x
22

2

1
1

= ∫ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

dx

x
xx

x
x

2
2

2
2

11

11

∫ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2

11

1

x
x

x
xd

 

( )
=+

+
−=

+
= ∫ C

uu
du

1
1

1 2 C
xx

x
+

++
−

12 .  

В точке 0=x  подынтегральная функция и её первообразные 

C
xx

x
+

++
−

12  непрерывны, поэтому полученный для интеграла резуль-

тат можно считать верным и при 0=x , если доопределить каждую из пер-
вообразных её значением в нуле. 

Ответ: C
xx

x
+

++
−

12 , Rx∈ . 

      Пример 6. Найти неопределённый интеграл ∫ ++
+ dx
xx

x
13

1
24

2

. 

      Решение. При 0≠x  имеем:  
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20

∫ ++
+ dx
xx

x
13

1
24

2

= ∫ =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++/

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +/

dx

x
xx

x
x

2
22

2
2

13

11

∫ =

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

dx

x
x

x
xd

51

1

2
 

=
+

= ∫ 52u
du

=+Cuarctg
55

1 C
x

xarctg +
−
5
1

5
1 2

. 

Подынтегральная функция определена, непрерывна, а, следовательно, и ин-
тегрируема, при всех действительных значениях x . Интеграл вычислен сей-
час отдельно на каждом из промежутков ( )0,∞−  и ( )+∞,0 . Заметим, что в 
данном случае можно найти интеграл на всём множестве действительных 
чисел. Для этого надо дополнительно учесть условие непрерывности перво-
образных в нуле. Найдём 

0
lim

±→x
(

5
1

5
1 2

x
xarctg −

)=
52

π
m .  

Поскольку оба односторонних предела в нуле существуют и конечны, то ре-
зультат интегрирования можно представить в виде  

        =
++

+
∫ dx

xx
x

13
1
24

2

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+

<+
−

>++
−

.0,
52

;0,
5
1

5
1

;0,
55

1
5

1

2

2

xC

xC
x

xarctg

xC
x

xarctg

π

π

 

      Обратим внимание читателя ещё на одно обстоятельство. Если подынте-

гральная функция содержит радикалы вида 22 ax − (или 
ax
ax

+
−

), то в 

этом случае первообразная ищется на луче ax >  или на луче ax −< . Так 
как обычно нет никаких оснований предпочесть один луч другому, то часто 
выбирают тот луч, на котором будет более простая запись преобразованного 
подынтегрального выражения, т.е. луч ax >  (на другом луче ax −<  пер-
вообразная находится совершенно аналогичными рассуждениями). Это по-
зволяет при упрощении радикалов однозначно раскрывать модули. В этой же 
ситуации при записи ответа (и непосредственно интегрировании) можно так-
же использовать функцию сигнум. 

Михаил
Карандаш
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      Пример 7. Найти неопределённый интеграл  ∫
−12xx

dx
. 

      Решение. Воспользуемся подстановкой 
x

t 1
= , тогда 2t

dtdx −= , 

12 −x = 
t

t
t

2

2

111 −
=− , и, учитывая тождество ttt sgn⋅= ,  полу-

чаем:  

∫
−12xx

dx
= ∫ ∫ =

−
−=

−
⋅

−

22

2

1
sgn

11 t
dtt

t
t

t

t
dt

 

=
−

−= ∫ 21 t

td
=+− Ctarcsin C

x
+−

1arcsin . 

 
1.3.  Интегралы, выражаемые и невыражаемые  

 в элементарных функциях 
      Трудность интегрального исчисления сравнительно с дифференциальным 
исчислением состоит в том, что неопределённый интеграл от элементарной 
функции может не быть элементарной функцией. Даже в тех случаях, когда 
интеграл выражается через элементарные функции (т.е., как говорят, берётся 
в конечном виде), нет единых рецептов, которые позволяли бы найти такое 
выражение. В то же время различные способы интегрирования рассматрива-
ются в курсе математического анализа, существуют обширные таблицы инте-
гралов.  
      Известны сравнительно немногие общие классы функций, для которых 
интегрирование может быть выполнено в конечном виде. Обычно их и изу-
чают в курсе высшей школы. В частности, важный класс функций, интегралы 
от которых берутся в конечном виде, представляют собой рациональные ал-

гебраические функции в виде отношения двух многочленов 
( )
( )xQ
xP

. Многие 

иррациональные алгебраические функции, например, рационально зависящие 

от cbxax ++2  и x  или же от x  и рациональных степеней дроби 

dcx
bax

+
+

, также интегрируются в конечном виде. В конечном виде интегри-
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руются и некоторые трансцендентные функции, например, рациональные 
функции синуса и косинуса.  
      Доказано, что любая непрерывная на отрезке [ ]ba,   функция ( )xf  все-

гда имеет на интервале ( )ba,  первообразную, в качестве которой можно 
взять определённый интеграл с переменным верхним пределом: 

( ) =xF ( )∫
x

a

dttf  ( )bxa << . Поэтому все элементарные функции интегри-

руемы на всех интервалах, входящих в их области определения. Однако в 
результате интегрирования далеко не всегда получаются снова элементарные 
функции, как это имеет место при дифференцировании. 
      Функции, которые изображаются неопределёнными интегралами, не бе-
рущимися в конечном виде, образуют собой новые трансцендентные функ-
ции. Многие из них также хорошо изучены. К ним относятся, например,  

интеграл Пуассона ( )dxe x∫ − 2

,  

интегралы Френеля ( ) ( )( )∫ ∫ dxxdxx 22 cos,sin ,  

интегральный логарифм ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ = ∫ x

dxxli
ln

,  

интегральные синус ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ = ∫ dx

x
xxsi sin

  

и косинус ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ = ∫ dx

x
xxci cos

,  

интегральная показательная функция ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫ dx

x
exei

x

.  

Не вычисляются в элементарных функциях интегралы  ∫ dx
x
e

n

x

, ∫ dx
x

x
n

sin
, 

∫ dx
x

x
n

cos
 ( )Nn∈  и многие другие. Так, интегралы вида 

( )∫ +++ dxcxbxaxxR δ23, , как правило, уже не выражаются в конеч-

ном виде через элементарные функции. Функции, сами не являющиеся эле-
ментарными, но определяемые через них с помощью аналитических соотно-
шений типа интегрирования и дифференцирования, обычно называют специ-
альными функциями.  
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      Даже если интеграл не поддаётся аналитическому вычислению, его можно 
рассчитать приближённо с некоторой степенью точности. Так, в курсе вычис-
лительных методов изучаются специальные способы приближённого вычис-
ления интегралов с помощью различных разностных схем (методы прямо-
угольников, трапеций, парабол, сплайн-аппроксимация и пр. подходы). 
 
 

1.4.  Основные свойства неопределённого интеграла 
      Основные свойства неопределённого интеграла следуют из его определе-
ния (см. доказательство в [2]) 

      1. ( )( ) ( )xfdxxf =
′

∫ ; ( )( ) ( )dxxfdxxfd =∫ . 

      2. ( ) ( )∫ += CxFxdF  ( )RC∈  (эти свойства отражают взаимно обрат-

ный характер операций интегрирования и дифференцирования). 
      3. ( ) ( )∫ ∫⋅=⋅ dxxfCdxxfC , где { }0\RC∈  (постоянный множитель 

можно выносить из-под знака интеграла). 
      4. ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫±=± dxxgdxxfdxxgxf  (свойство аддитивности; 

подразумевается, что обе функции ( )xf  и ( )xg  интегрируемы на одном и 
том же множестве). 
      Свойства 3 и 4 отражают свойство линейности неопределённого интегра-
ла, причём эти равенства носят условный характер: они выполняются лишь с 
точностью до произвольной константы. Следующее свойство 5 показывает, 
что приведённая ниже таблица интегралов справедлива независимо от того, 
является ли переменная интегрирования независимой переменной или функ-
цией. 
      5. Если ( ) ( )∫ += CxFdxxf  и ( )xu ϕ=  – непрерывно дифференци-

руема, то ( ) ( )∫ += CuFduuf . 

      6. Одна из первообразных чётной функции есть функция нечётная, а вся-
кая первообразная нечётной функции есть функция чётная. 
      Рассмотрим далее табличные интегралы и наиболее общие методы вы-
числения неопределённых интегралов. К ним традиционно относят следую-
щие: сведение интеграла к простейшим интегралам при помощи тождествен-
ных преобразований и использования свойств интегралов, метод замены пе-
ременной и интегрирование по частям. Обратим внимание на то, что припи-
сывать константу C  в неопределённом интеграле нужно обязательно, в про-
тивном случае вы находите лишь одну из первообразных, и это считается 
весьма грубой ошибкой. Кроме того, надо приучить себя при вычислении 
неопределённых интегралов всегда указывать область интегрирования (ана-
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лог ОДЗ в уравнениях и неравенствах, области определения функций). Заме-
тим также, что ниже мы будем говорить об интегралах только для непрерыв-
ных функций. Если же функция имеет точки разрыва, то рассматривать её 
будем лишь в промежутках её непрерывности, где интеграл от неё существует. 
 
 

1.5.  Таблица простейших интегралов 
      Отметим, что название «табличный интеграл» является довольно услов-
ным. Существует некоторый минимальный набор неопределённых интегра-
лов, к которым наиболее часто сводится вычисление интегралов. В частности, 
к ним относят интегралы от некоторых известных элементарных функций. По 
мере того, как вы приобретаете всё больше навыков в вычислении неопреде-
лённых интегралов, понятие «табличного интеграла» расширяется, и в услов-
ную таблицу попадают многие из вычисленных прежде интегралов. Правиль-
ность выполненного интегрирования в случае сомнений всегда можно прове-
рить, продифференцировав полученный результат. Приведём лишь некото-
рые, наиболее часто употребляемые виды интегралов. 

      Интегралы от степенных функций: 

      1. ∫ +
+

=
+

C
n
xdxx

n
n

1

1

 ( )RxnRn ∈−≠∈ ;1, ; 

      2. ∫ += Cx
x

dx ln  ( )0,1 ≠−= xn . 

      Интегралы от показательных и, в частности, экспоненциальной ( )ea =  
функций: 

      3. ∫ += C
a

adxa
x

x

ln
 ( )Rxaa ∈≠> ;1,0 ;  ∫ += Cedxe xx . 

      Интегралы от тригонометрических функций: 

      4. ∫ += Cxxdx sincos  ( )Rx∈ ;                    

      5. ∫ +−= Cxxdx cossin ( )Rx∈ ; 

      6. ∫ += Ctgx
x

dx
2cos

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

;       

      7. ∫ +−= Cctgx
x

dx
2sin

 ( )Znnx ∈≠ ,π . 
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      Интегралы от рациональных функций: 

      8. ∫
⎩
⎨
⎧

+−
+

=
+ Carcctgx

Carctgx
x

dx
21

 ( Rx∈ ; этот интеграл подразумевает двоя-

кую форму записи;  в  зависимости от ситуации можно использовать  как  
первое, так и второе его представление); 

      9. ∫
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−

+
=

+ C
a
xarcctg

a

C
a
xarctg

a
ax

dx
1

1

22
( )Rx∈ ; здесь и ниже параметр a  счита-

ем положительным; 

     10. ∫ +
+
−

=
−

C
ax
ax

aax
dx ln

2
1

22  ( )ax ±≠ . 

     Интегралы от иррациональных функций: 

     11. ∫
⎩
⎨
⎧

+−
+

=
− Cx

Cx

x
dx

arccos
arcsin

1 2
 ( )1<x ; 

     12.  ∫
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−

+
=

− C
a
x

C
a
x

xa
dx

arccos

arcsin

22
 ( )ax < ; 

     13.  ∫ +±+=
±

Caxx
ax

dx 22

22
ln  ( )022 >± ax ; 

     14.  C
a
xaxaxdxxa ++−=−∫ arcsin

22

2
2222  ( )ax ≤ ; 

     15.  Cxaxaxaxdxxa +++++=+∫ 22
2

2222 ln
22

. 

     Интегралы от гиперболических функций: 
     16.  ∫ += Cshxchxdx  ( )Rx∈ ;      17. ∫ += Cchxshxdx   ( )Rx∈ ; 

     18.  ∫ += Cthx
xch

dx
2  ( )Rx∈ ;        19. ∫ += Ccthx

xsh
dx

2  ( )0≠x . 

     Существуют специальные (пополняемые) таблицы неопределённых инте-
гралов, содержащие большое количество ныне известных интегралов, к кото-
рым можно обращаться в случае необходимости (например, [12]). 
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     Задачи для самостоятельного решения 
      Найти неопределённые интегралы: 

 1. dxx∫ .                                                                                      Ответ: C
xx
+

2
. 

 2. ( )∫ −−+ dxxx 11 .        Ответ: ( ) ( )( ) Cxxxx +−−+++ 1111
2
1

. 

 3. ( )∫ dxxf , где ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+∞<<
≤≤+
<<∞−

=
.1,2

,10,1
,0,1

xеслиx
xеслиx

xесли
xf  

                                                                    Ответ: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+∞<<++

≤≤++

<<∞−+

.1,5,0

,10,
2

,0,

2

2

xеслиCx

xеслиCxx
xеслиCx

 

 4. ( )∫ dxxf , где ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−

≤−
=

.1,1

,1,1 2

xеслиx

xеслиx
xf   

                                                         Ответ: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>++−

≤+−

.1,sgn
6
1

2

1,
3

3

xеслиCx
xx

x

xеслиCxx
 

5. ∫ +− dxxx 4221 .                 Ответ: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+∞<≤++−

<≤−+−

<<∞−+−−

.1,
3
4

3

,11,
3

,1,
3
4

3

3

3

3

xеслиCxx

xеслиCxx

xеслиCxx

 

6. ( )[ ]dxx∫ −1 .      Ответ: Cnx +− 2 , где 1212 +≤≤− nxn , Zn∈ .  

7. ( )∫ − dxxx 22 ,1,5min .                        Ответ:

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>−−

≤<−

≤≤−

−<≤−+

−<+−

.2,65

21,
11,

12,
2,65

3

3
2

3

3
2

3

3

3

3

xx

xx
x

xx
xx

x

x

x

 



 

§ 2.   
 

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Практически любой неопределённый интеграл вычисляется путём его уп-
рощения и сведения в конечном итоге к табличному (табличным) интегралу. 
Специфика используемых при этом математических средств позволяет отне-
сти к основным методам интегрирования следующие три способа интегра-
ции:  
–    использование алгебраических, тригонометрических  и прочих преобразо- 
     ваний, а также свойств интегралов; 
–   замена переменной интегрирования; 
–   интегрирование по частям. 
      Заметим, что в любой более-менее сложной задаче обычно в различных 
комбинациях используются сразу несколько приёмов. В частности, при вы-
числении интеграла замена переменных (или интегрирование по частям) мо-
гут использоваться неоднократно, сопровождаясь упрощающими решение 
преобразованиями подынтегрального выражения. Остановимся на каждом из 
перечисленных методов подробнее. 
 
 

2.1.  Интегрирование путём сведения к табличным  
 интегралам с помощью различных преобразований 

      Иногда интеграл удаётся вычислить, не прибегая к замене переменной 
или интегрированию по частям, а просто с помощью различных алгебраиче-
ских, тригонометрических и других преобразований подынтегрального вы-
ражения и используя свойство линейности интегралов. К преобразованиям 
такого рода относят обычно следующие: 
–   добавление (с одновременным вычитанием) к подынтегральной функции 
константы или некоторого выражения; обычно за этим следует разбиение 
интеграла в сумму более простых интегралов; 
–  одновременное умножение или деление числителя и знаменателя дроби 
под знаком интеграла на некоторое выражение; например, при интегрирова-
нии функций с радикалами часто применяют  домножение на сопряжённое 
выражение; 
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–    выделение полных квадратов (кубов); 
–    использование формул сокращённого умножения; 
–    выделение у дроби целой части  (часто используется  при  интегрировании 
      рациональных дробей); 
–    выделение в числителе дроби производной от знаменателя; 
–   использование алгебраических тождеств, тригонометрических  и  гипербо- 
      лических формул и т.п. 

      Разнообразные примеры использования перечисленных и некоторых дру-
гих приёмов рассматриваются ниже в тексте пособия. Обращайте на них вни-
мание и старайтесь запоминать, в каких случаях какие приёмы  удобно ис-
пользовать. 

      Вообще, умение найти для вычисляемого интеграла наиболее краткий и 
«красивый» способ интегрирования является часто непростой задачей. Это 
умение вырабатывается постепенно и приходит с опытом. 
 
 

2.2.  Интегрирование путём замены переменной 
      Изложим один из сильнейших приёмов для интегрирования функций– 
метод замены переменной, или метод подстановки. Рассмотрим два воз-
можных случая. 
      1. Внесение функции под знак дифференциала. Если подынтегральное вы-
ражение ( )dxxf  представимо в виде ( )( ) ( )dxxtxtg ′ , где функция ( )tg  не-

прерывна на множестве T , а функция t = ( )xt  – непрерывна на соответст-

вующем множестве X  вместе со своей производной ( )xt ′ , то справедлива 
следующая формула перехода от x  к новой переменной интегрирования t : 

                                 ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ =′⋅= dttgdxxtxtgdxxf .                       ( )1  

      При этом производная ( )xt ′  вносится под знак дифференциала согласно 

известному свойству дифференциала ( ) ( )( )xtddxxt =′ . В простейших слу-
чаях, чтобы распознать эту ситуацию, бывает достаточно знания табличных 
интегралов, например, 

( )22 xdxdx = , ( )xdxdx sincos = , ( )xdxdx cossin −= ,  

( )xd
x

dx ln= , ( )arctgxd
x

dx
=

+12 , ( )xd
x

dx
=

2
,  

( )tgxd
x

dx
=2cos

, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= xx eddxe 22

2
1

.  

Михаил
Выделение

Михаил
Карандаш
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В более сложных случаях могут потребоваться приобретённый ранее опыт и 
интуиция:  

              ( )2

2
1

1
xd

x
xdx

+=
+

, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
xddx

x
111 2  и т.п.. 

      Замену переменной интегрирования осуществляют в тех случаях, когда 
получаемая в результате «новая» подынтегральная функция ( )tg  удобнее для 

интегрирования по сравнению с исходной подынтегральной функцией ( )xf . 
Основная сложность этого метода состоит в том, чтобы «увидеть» в исходном 
подынтегральном выражении ( )dxxf  более простое для интегрирования 

выражение ( )( ) ( )dxxtxtg ′ = ( )dttg . Практически реализация метода заклю-

чается во внесении функции ( )xt ′  под знак дифференциала dx  с образова-

нием нового дифференциала dt . Вычислив интеграл ( ) ( ) CtGdttg +=∫ , в 

конце необходимо вернуться к первоначальной переменной интегрирования 
x  путём обратной подстановки  ( )xtt = :  

( ) ( )( ) CxtGdxxf +=∫ . 

       Рассмотрим здесь лишь два примера вычисления интегралов этим мето-
дом. Множество других примеров вы сможете найти в тексте пособия. 

       Пример 1. а) ∫ xdxx cossin 3 ;  б) ∫
− 232 x
dx

;  в) dxe x∫ 5 . 

       Решение. а) Так как xdxxd cos)(sin = , то, полагая xt sin= , преобра-
зуем подынтегральное выражение к виду 

dttxxdxdxx 333 sinsincossin == . 

Интеграл от последнего выражения вычисляется легко: 

                                                 ∫ += Ctdtt
4

4
3 . 

Осталось лишь вернуться к переменной x , подставляя xsin  вместо t : 

                                      ∫ xdxx cossin 3 = Cx
+

4
sin 4

. 

Отметим, что в данном примере основным назначением сделанной замены 
переменной было сведение интеграла от трансцендентной функции тригоно-
метрического вида к интегралу от рациональной алгебраической функции.     
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      Заметим также, что при определённом навыке новую переменную в про-
стых случаях можно в явном виде и не вводить, проделав это мысленно. Ска-
жем, в рассмотренном выше примере можно было обойтись без введения но-
вой переменной t . Тогда решение задачи выглядело бы короче: 

                    ∫ xdxx cossin 3 = ( ) Cxxxd +=∫ 4
sinsinsin

4
3 .  

В следующих двух примерах при сведении интегралов к табличным также не 
будем вводить новые переменные, а сразу запишем результат:  

      б) =
−

∫ 232 x
dx Cx

x

dx
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫ 2

3arcsin
3

1

3
23

1

2

2
; 

      в) =∫ dxe x5 ( ) Cexde xx +=∫ 55

5
15

5
1

. 

      2. Использование подстановок. Если подынтегральная функция ( )xf  

непрерывна на множестве X , то, полагая ( )txx = , где функция ( )tx  не-
прерывна на соответствующем множестве T  вместе со своей производной 
( )tx′ , получим ещё одну формулу перехода от x  к новой переменной интег-

рирования t : 

                                         ( ) ( )( ) ( )∫∫ ′⋅= dttxtxfdxxf .                                ( )2  

      Нередки ситуации, когда для решения одной и той же задачи могут суще-
ствовать различные подстановки. Умение подобрать наиболее эффективную в 
данной конкретной ситуации подстановку определяет, в том числе, культуру 
интегрирования учащегося.  
      Рассмотрим пример задачи, где при вычислении интеграла возможны сра-
зу несколько различных подстановок. Следовательно, возникает проблема 
выбора наиболее оптимальной из них. А для того чтобы выбрать более удоб-
ную подстановку, надо знать их разновидности и области применения. Итак, 
сравнивайте и выбирайте. 

      Пример 2. ∫
−12xx

dx
. 

      Решение. 1-й способ (подстановка 
x

t 1
= ). ОДЗ: 1>x . Воспользуемся 

подстановкой 
x

t 1
= , тогда 
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                          2t
dtdx −= , =−12x

t
t

t

2

2

111 −
=− , 

и, учитывая тождество ttt sgn⋅= , в результате получаем: 

=
−

∫ 12xx
dx

∫ ∫ ∫ =
−

−=
−

−=
−

⋅

−

222

2

11
sgn

11 t

td

t
dtt

t
t

t

t
dt

=+−= Ctarcsin C
x
+−

1arcsin . 

      2-й способ (подстановка 12 −= xt ).  

Сделаем рационализирующую замену переменной, положив 12 −= xt , 

тогда 122 += tx , tdtxdx =  и  

=
−

∫ 12xx
dx

=
−

∫ 122 xx
xdx

( ) =
/+

/
∫ tt

dtt
12 ∫ =+=

+
Carctgt

t
dt

12   

( ) Cxarctg +−= 12 . 

      3-й способ (тригонометрическая подстановка 
t

x
sin

1
= ).  

Выполним тригонометрическую подстановку 
t

x
sin

1
= , где 

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈

2
,00,

2
ππ

Ut , тогда ==−=−
t
t

t
x 2

2

2
2

sin
cos1

sin
11

t
t

sin
cos

 

( ) ctgtt ⋅= sinsgn ,  dt
t
tdx 2sin

cos
−=  и для интеграла имеем: 

∫
−12xx

dx = ( )∫ =
⋅

−

ctgt
t

dt
t
t

t

sin
1
sin
cos

sinsgn
2

( )∫ =− dttsinsgn  

( ) =+⋅− Cttsinsgn C
x

C
x

x +−=+⋅−
1arcsin1arcsinsgn .  
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Заметим, что можно было бы вычислить данный интеграл с помощью анало-
гичной подстановки через косинус:  

                              
t

x
cos

1
= , где ⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ πππ ,

22
,0 Ut . 

   4-й способ (гиперболическая подстановка chtx = ).  
Теперь вычислим интеграл при помощи гиперболической подстановки 

chtx = , 0≥t . Тогда 12 −x = shttshtch ==− 22 1  и, следова-
тельно,  

∫
−12xx

dx
=

( )
( )∫ ∫∫ ⋅

=
⋅

=
−

dt
shtshtcht

sht
shtcht

chtd
xx

xd
sgn12

= 

 ( )∫ ==
cht
dtshtsgn ( )∫ =

⋅
tch
dtchtsht 2sgn  ( )∫ =

+ tsh
shtdsht 21

)(sgn   

= ( )∫ =
+ tsh

shtdsht 21
)(sgn ( ) ( ) CshtarctgCshtarctgsht +=+⋅sgn = 

= CxarctgCtcharctg +−=+− 11 22 . 

   5-й способ (1-я подстановка Эйлера).  

Положим xxt +−= 12 , тогда ( )22 1 xtx −=−  ⇒ 
t

tx
2

12 +
=  ⇒ 

dt
t

tdx 2

2

2
1−

=  и для интеграла получаем 

   =
−

∫ 12xx
dx

 ∫ −
⋅

+

−

dt

t
t

t
t

t
t

2
1

2
1
2

1

22

2

2

∫ =+=
+

= Carctgt
t

dt 2
1

2 2  

( ) Cxxarctg ++−= 12 2 . 

      Подчеркнём ещё раз, что замена переменной – наиболее мощный и часто 
используемый метод при вычислении интегралов от иррациональных и 
трансцендентных функций. Как правило, подобрать подходящую замену в 
сложных случаях – целое искусство. В некоторых случаях удаётся сформули-
ровать общие рекомендации по заменам, ориентируясь на конкретный класс 
интегрируемых функций. Например, разработаны и проверены практикой 
специальные рационализирующие подстановки при интегрировании ирра-
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циональных алгебраических функций; существуют рекомендации по заменам 
в классе тригонометрических функций. Многие из таких подстановок будут 
рассмотрены ниже в соответствующих пунктах. 
 
 

2.3.  Интегрирование по частям 

      Если ( )xu  и ( )xv  – дифференцируемые на одном и том же множестве 

функции и существует первообразная для функции ( ) ( )xvxu ′ , то существует 

и первообразная для функции ( ) ( )xuxv ′ , причём справедлива формула ин-
тегрирования по частям: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ′−=′ dxxuxvxvxudxxvxu  

или, в краткой форме, 

∫ ∫−= vduuvudv . 

В качестве u  обычно выбирается функция, которая упрощается дифферен-
цированием, в качестве dv  – оставшаяся часть подынтегрального выражения, 
содержащая dx , из которой можно определить v  путём интегрирования.  

      Данный метод используют в тех случаях, когда интеграл в правой части 
формулы вычисляется проще исходного интеграла (в левой части). Как пра-
вило, формула применяется в ситуациях, когда подынтегральная функция 
представляет собой произведение «разнородных» функций, например, алгеб-
раической и трансцендентной функций. В целом, интегрирование по частям 
имеет более ограниченную область применения, чем замена переменной, но 
есть целые классы интегралов, например, 

∫ dxex axn ,  dxaxx n∫ sin , ∫ axdxx n cos , ∫ xdxx mn ln   

( )NmnRan ∈−≠∈ ,1,, , ( )∫ dxxlnsin , ( )∫ dxxlncos , а также  

∫ bxdxeax cos , ∫ bxdxeax sin ( )Rba ∈, , ( )∫ dxexP ax , ( ) axdxxP sin∫  

( ) axdxxP cos∫ , ( )∫ xdxxP ln , ( )∫ xdxxP arcsin , ( )∫ xdxxP arccos ,   

( )∫ arctgxdxxP , ( )∫ arcctgxdxxP ,  

где ( )xP  – целый алгебраический многочлен относительно x  

= 01
1

1 ... axaxaxa n
n

n
n ++++ −

−  ( )0, ≠∈ ni aRa , 
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которые вычисляются именно с помощью интегрирования по частям. При 
этом в интегралах  

( )∫ dxexP ax , ( ) axdxxP sin∫ , ( ) axdxxP cos∫  

за u  следует принять ( )xP , а за dv  – соответственно выражения dxeax , 
axdxsin , axdxcos ; а в интегралах вида  

( )∫ xdxxP ln , ( )∫ xdxxP arcsin , ( )∫ xdxxP arccos , 

( )∫ arctgxdxxP , ( )∫ arcctgxdxxP   

за u  принимаются соответственно функции xln , xarcsin , xarccos , 
arctgx , arcctgx , а за dv  – выражение ( )dxxP .  
      В некоторых случаях для получения результата приходится несколько раз 
интегрировать по частям, постепенно упрощая задачу. Иногда на каком-то 
этапе обнаруживается, что исходный интеграл выражается через некоторые 
функции и себя самого, тогда его вычисляют, выражая из данного равенства 
(рассматривая равенство как уравнение относительно искомого интеграла). 
      Повторное применение правила интегрирования по частям приводит к так 
называемой обобщённой формуле интегрирования по частям. Пусть функции 
( )xu  и ( )xv  имеют в рассматриваемом промежутке непрерывные производ-

ные всех порядков до ( )1+n -го включительно:  
( ) ( )11 ,,...,,,, ++′′′′′′ nn vuvuvu .  

Тогда имеет место формула 
        ( ) ( ) ( ) ( ) +−′′+′−= −−+∫ ...211 nnnn vuvuuvdxuv   

                                                                 + ( ) ( ) ( ) ( )∫ ++−+− vdxuvu nnnn 1111 . 

Особенно выгодно пользоваться этой формулой, когда одним из сомножите-
лей в подынтегральной функции служит алгебраический многочлен n -й сте-
пени. Тогда производная ( )1+nu  тождественно равна нулю и для интеграла в 
левой части получается окончательное выражение.  
      С помощью интегрирования по частям иногда удаётся вывести рекур-
рентную формулу понижения для отдельных типов интегралов, содержащих 
натуральный параметр n , позволяющую свести вычисление данного инте-
грала к вычислению интеграла такого же типа, но с меньшим значением n . 
Например, для интеграла  

=nI
( )∫

+
nax

dx
22

 ( )Nn∈   

 получена формула понижения степени 
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( )( ) 121222 22

321
12

−− ⋅
−
−

+
+−

= nnn I
n
n

aaxna
xI . 

Зная интеграл 
a
xarctg

a
I 1

1 = , за конечное число шагов приходим к инте-

гралу nI  (см. подробнее п.3.6). Обратимся к примерам. 

      Пример 1. ∫ xdxx ln3 . 

      Решение. Так как дифференцирование xln  приводит к упрощению, по-

ложим xu ln= , dxxdv 3= . Тогда 
x

dxdu = , 4

4
1 xv =  и, интегрируя по 

частям, находим 

∫ xdxx ln3 = ∫ =− dxxxx 34

4
1ln

4
1

 Cxxx +− 44

16
1ln

4
1

 ( )0>x . 

      Пример 2. ∫ xdxx sin2 . 

      Решение. ( ) =−∫ xdx cos2  ( ) ( )∫ =−−− 22 coscos xdxxx  

= ∫+− xdxxxx cos2cos2  +−= xx cos2 ( )=− ∫ xdxxx sinsin2  

( ) Cxxxxx +++−= cossin2cos2 .  В общей сложности здесь правило 
интегрирования по частям пришлось применить дважды.       

      Пример 3. ∫ bxdxeax sin  ( )0≠a . 

      Решение.  Интегралы вида ∫ bxdxeax sin , ∫ bxdxeax cos  вычисляются 

двукратным интегрированием по частям. В результате получается уравнение 
относительно неизвестного интеграла. В данном случае положим bxu sin= , 

dxedv ax= . Тогда bxdxbdu cos= , axe
a

v 1
=  и имеем: 

∫ bxdxeax sin = ∫− bxdxe
a
bbxe

a
axax cossin1

. Ещё раз проинтегрируем 

по частям образовавшийся справа интеграл, положив в нём bxu cos= , 

dxedv ax= . Тогда bxdxbdu sin−= , axe
a

v 1
=  и придём к результату: 

∫ bxdxeax sin = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ∫ bxdxe

a
bbxe

aa
bbxe

a
axaxax sincos1sin1 =  
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= −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − bx

a
bbxe

a
ax cossin1

∫ bxdxe
a
b ax sin2

2

. Обозначим теперь исход-

ный интеграл через I . Тогда имеем уравнение относительно I : 

=I  −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − bx

a
bbxe

a
ax cossin1 I

a
b

2

2

, 

откуда выражаем  

=
+ I

a
ba

2

22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − bx

a
bbxe

a
ax cossin1

,  

т.е.                            =I ( )bxbbxae
ba

ax cossin1
22 −

+
. 

Окончательно, ∫ bxdxeax sin = ( )bxbbxae
ba

ax cossin1
22 −

+
C+ . 

      Пример 4. ∫ xdxarcsin . 

      Решение. Полагая xu arcsin= , dxdv =  ( )1≤x , определяем 

dx
x

du
21

1
−

= , xv = . Следовательно, ∫ xdxarcsin −= xxarcsin  

∫ =
−

− dx
x

x
21

1
+xxarcsin ( ) ( )∫ =−−

− 22
1

2 11
2
1 xdx  

= +xxarcsin ( ) CxxxCx
+−+=+

−
⋅ 22

1
2

1arcsin
2/1

1
2
1

. 

      Пример 5. ∫ xdxx arccos2 . 

      Решение. Положим xu arccos= , dvdxx =2 . Тогда 

∫ xdxx arccos2 ∫ ∫
−

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

333

13
1arccos

33
arccos

x
dxxxxxxd .  

Образовавшийся в правой части интеграл ещё раз проинтегрируем по частям, 

положив на этот раз 2xu = , 
21 x

xdxdv
−

−
=  ( )1≤x :  

( )∫ =−− 22
3

1
3
1arccos

3
xdxxx

+−− 2
23

1
3

arccos
3

xxxx
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 + ( ) =−∫ 221
3
1 xdx −xx arccos

3

3

( ) Cxxx
+−−−

322
2

1
9
21

3
. 

      Пример 6. ∫ dx
x

arctgx
3 . 

      Решение. Положим arctgxu = , dv
x
dx

=3 . Тогда 
1

1
2 +

=′
x

u ,  

22
1
x

v −=  и ∫ dx
x

arctgx
3 = −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∫ 22 2

1
2

1
x

arctgx
x

arctgxd  

∫ =
+

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

12
1

22 x
dx

x
+− arctgx

x 22
1

( )∫ =
+12

1
22 xx

dx
 

+−= arctgx
x 22
1 ( )

( )∫ =
+
−+ dx

xx
xx
1

1
2
1

22

22

+− arctgx
x 22
1

 

∫ ∫ =
+

−+ )
1

(
2
1

22 x
dx

x
dx

+− arctgx
x 22
1

=+−− Carctgx
x

)1(
2
1

 

C
xx

arctgx +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−=

2
111

2
1

2 . 

      Пример 7. ∫ − dxxa 22  ( )0>a . 

     Решение. Положим dxdvxau =−= ,22 , откуда 
22 xa

xdxdu
−

−= , 

xv = . Следовательно, =−∫ dxxa 22  

=
−

−
−−= ∫ 22

2
22

xa
dxxxax =

−

−−
−− ∫ dx

xa

axaxax
22

222
22  

∫ +−−−= dxxaxax 2222

a
xa arcsin2 . Выражая из полученного 

равенства искомый интеграл, находим окончательно:  

                      ∫ − dxxa 22 = +− 22

2
xax

a
xa arcsin

2

2

+ C . 

      Пример 8. ∫ + dxkx 2  ( )0≠k . 

      Решение. Положим dxdvkxu =+= ,2 . Тогда =I ∫ + dxkx 2 =   
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−+= kxx 2 ∫
+ kx

dxx
2

2

= ∫ =
+

−+
−+ dx

kx
kkxkxx

2

2
2  

Ikxxkkxx +++++= 22 ln .  

Откуда находим окончательно, выражая I : 

=+∫ dxkx 2 Ckxxkkxx
+++++ 22 ln

22
. 

      Если подынтегральная функция содержит трансцендентную функцию (ло-
гарифмическую, показательную, обратную тригонометрическую, гиперболи-
ческую и пр.) сложного аргумента ( )xϕ , то часто для упрощения подынте-
грального выражения бывает полезно сделать  замену, приняв этот аргумент 
за новую переменную интегрирования. 

      Пример 9. ∫ dx
x

1arcsin . 

      Решение. Положим 
x

t 1
=  ( )10 ≤< t , тогда 2

1
t

x =  и 3

2
t
dtdx −= . 

Получаем интеграл ∫− dt
t

t
3

arcsin2 . Интегрируя по частям, приняв 

tu arcsin= , 
21 t

dtdu
−

= , dttdv 3−= , 22
1
t

v −= , имеем  

∫− dt
t

t
3

arcsin2 ∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

1arcsin
t

td ∫ =
−

−
222

1
arcsin

tt
dt

t
t

 

= +2

arcsin
t

t
∫ =

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

11

1

2
1

2

2

t

t
d

+2

arcsin
t

t C
t

+−11
2 .  

Таким образом, ∫ dx
x

1arcsin Cx
x

x +−+= 11arcsin . 

      Пример 10. dxe x∫ +−3 1 . 

      Решение. Положим 3 1+−= xt , тогда 31 tx −−= , dttdx 23−=  и 

dxe x∫ +−3 1 ∫−= dttet 23 . Интегрируя по частям, получаем 
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( )=−− ∫ dttete tt 23 2 ( ) =++−− Cetete ttt 223 2 −+− tt teet 63 2  

Cet +− 6 , где 3 1+−= xt . 

      Пример 11. ( )∫ dxxlncos . 

      Решение. Положим xt ln= , тогда tex = , dtedx t=  и интеграл прини-

мает вид dttet∫ cos . Проинтегрируем его по частям: 

=−== ∫∫ tdtetetdeI ttt sinsin)(sin =+ ∫ )(cossin tdete tt   

=−+= ∫ )coscos(sin tdtetete ttt ( ) Ittet −+ cossin . Выражая из по-

лученного равенства I  и приписывая константу C , окончательно находим:  

I = ( )ttet cossin
2
1

+ + C = ( ) ( )( ) Cxxx
++ lncoslnsin

2
. 

      Можно было вычислить этот интеграл и не прибегая к предварительной 
замене переменной, а сразу непосредственно интегрируя по частям. Так, по-
ложим ( ) dxdvxu == ,lncos , тогда  

( ) == ∫ dxxI lncos ( ) ( )∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

/
⋅−⋅/−⋅ dx

x
xxxx 1lnsinlncos  

( ) ( )∫+⋅= dxxxx lnsinlncos .  

Ещё раз проинтегрируем получившийся интеграл по частям:  

( ) ( ) ( ) =
/

⋅⋅/−⋅+⋅= ∫ dx
x

xxxxxxI 1lncoslnsin(lncos  

( ) ( ) Ixxx −+⋅= )lnsinln(cos ,  

откуда находим ( ) ( )( ) CxxxI ++= lncoslnsin
2

. 

      Пример 12. ∫ x
xdx

2sin
.  Решение. Полагая xu = ,  

x
dxdv 2sin

=  и интег-

рируя по частям, получим 

∫ x
xdx

2sin ∫ =+−= ctgxdxxctgx ∫ =+−
x

xdxxctgx
sin

cos +− xctgx  

( )
=+ ∫ x

xd
sin
sin +− xctgx Cx +sinln  ( )Znnx ∈≠ ,π . 

 

 

§ 3. 
 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Остановимся подробнее на некоторых из наиболее изученных классов 
интегрируемых функций и существующих методах их интегрирования. В 
данном параграфе речь пойдёт об интегрировании алгебраических рацио-
нальных функций. Вначале рассмотрим некоторые из наиболее часто встре-
чающихся типов интегралов от рациональных функций, и уже затем – общий 
подход к интегрированию таких дробей. 
 

3.1.  Интегралы вида  ∫ +
+ dx

dcx
bax  ( )0;0 ≠+≠ dcxac  

      Интеграл от дробно-линейной функции легко сводится к сумме двух таб-
личных интегралов выделением в подынтегральной дроби рациональной части: 

=
+
+

∫ dx
dcx
bax ( )

∫ =
+

−++
dx

dcx
c

adbdcx
c
a

∫ =
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

dcx
dx

c
adbx

c
a

 

∫ =
+

−
+=

c
dx

dx
c

adbcx
c
a

2 C
c
dx

c
adbcx

c
a

++
−

+ ln2 . 

     Пример. dx
x
x

∫ −
+

23
12

. 

     Решение. =
−
+

∫ dx
x
x

23
12 ( )

=
−

+−

∫ dx
x

x

23
3
723

3
2

( )
∫ ∫ =

−
−

+
23
23

9
7

3
2

x
xddx  

= Cxx +−+ 23ln
9
7

3
2

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠

3
2x . 
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3.2.  Интегралы вида ∫ ++ cbxax
dx

2 ( )0≠a  

      Выделением полного квадрата в квадратном трёхчлене интегралы данного 
вида приводятся к одному из двух типов табличных интегралов: 

∫ +=
+

C
A
tarctg

AAt
dt 1

22   или ∫ +
+
−

=
−

C
At
At

AAt
dt ln

2
1

22 . 

      Пример 1. ∫ ++ 1342 xx
dx

. 

      Решение. =
++∫ 1342 xx

dx
( )

Cxarctg
x

dx
+

+
=

++∫ 3
2

3
1

92 2 . 

      Пример 2. ∫ −− 1662 xx
dx

. 

      Решение. =
−−∫ 1662 xx

dx
( )

( )
( )∫ =+

+−
−−

=
−−

C
x
x

x
dx

53
53ln

10
1

253 2
 

                                          = C
x
x

+
+
−

2
8ln

10
1

. 

 

3.3.  Интегралы вида ( )( )∫ ++ bxax
dx  ( )ba ≠  

      Наряду со способом, изложенным выше в п.3.2, для вычисления интегра-
лов данного вида можно воспользоваться следующим очевидным тождест-
вом: ( ) ( )bxaxba +−+=− , тогда имеем 

( )( )∫ ++ bxax
dx

= 
( ) ( )
( )( )∫ =

++
+−+

−
dx

bxax
bxax

ba
1

  

= =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+− ∫ ∫ ax
dx

bx
dx

ba
1 C

ax
bx

ba
+

+
+

−
ln1

. 

      Пример 1. ∫ − 22 ax
dx ( )0≠a . 

      Решение. ∫ − 22 ax
dx =

( )( )
( ) ( )
( )( ) =

−+
−−+

⋅=
−+∫ ∫ dx

axax
axax

aaxax
dx

2
1

 

= =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−∫ ∫ ax
dx

ax
dx

a2
1 C

ax
ax

a
+

+
−ln

2
1

 ( )ax ±≠ . 
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      Пример 2. ∫ −+ 22 xx
dx

. 

      Решение. Имеем 

 ( )( ) =+−
=

−+ 21
1

2
1

2 xxxx
( ) ( )
( )( ) =+−

−−+
−

213
12

xx
xx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

− 2
1

1
1

3
1

xx
,  

следовательно,  

∫ −+ 22 xx
dx

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
= ∫ ∫ 213

1
x
dx

x
dx

=++−− Cxx 2ln
3
11ln

3
1

   

                                     C
x
x

+
+
−

=
2
1ln

3
1

 ( )1;2−≠x . 

 

3.4.  Интегралы вида 
( ) ( )∫ ++ nm bxax

dx  ),;( Nnmba ∈≠  

      Интегралы указанного вида берутся, в т.ч., подстановкой 
bx
axt

+
+

= . То-

гда 
( )

dx
bx
abdt 2+

−
= , 

( ) ( )
=

+
+−+

⋅
−

=
+ bx

axbx
abbx

11
ab
t

bx
ax

ab −
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−⋅
−

111
.  

Таким образом,  

( ) ( ) ( ) ( )
=

+
−

⋅

+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⋅
−

=
++ −+

dx
bx
ab

bx
bx
axabbxax

dx

mn
mnm 2

2

11
 

                                =
( )

( ) dt
t
t

ab m

mn

mn

2

1

11 −+

−+

−
⋅

−
.  

Следовательно,  

                    
( ) ( )

=
++∫ nm bxax

dx
( )

( )
∫

−+

−+

−
−

dt
t
t

ab m

mn

mn

2

1

11
.               ( )1  

     При 2== nm  интеграл вычисляется при помощи тождества  
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( ) ( ) 2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−+

≡
ba

bxax
.  

Имеем 
( ) ( )

=
++ 22

1
bxax

 
( ) ( )

( )( )( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

+−+
2

bxaxba
bxax

 

( )2

1
ba −

=
( ) ( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+−
−

+ 22

11121
axaxbxbabx

.  

Тогда  

( ) ( )∫ ++ 22 bxax
dx

( )2

1
ba −

= +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+
+

−
−

+
−

axax
bx

babx
1ln21

 

( ) ( )( )
+

++−
++

−=+
bxaxba

xbaC 2

2
( )

C
bx
ax

ba
+

+
+

−
ln2

3
 ( )bxax −≠−≠ , . 

      Пример 1. 
( ) ( )∫ +− 32 32 xx

dx
. 

      Решение. Положим 
3
2

+
−

=
x
xt  и, применяя формулу ( )1 , где 2−=a , 

3=b , 2=m , 3=n , получим:  

( ) ( )
=

+−∫ 32 32 xx
dx ( )

∫ =
− dt
t

t
2

31
625
1

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+− dtt

tt
331

625
1

2   

Cttt
t

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−−=

2
3ln31

625
1 2

, где 
3
2

+
−

=
x
xt  ( )3,2 −≠≠ xx . 

      Пример 2. 
( ) ( )∫ −+ 22 32 xx

dx
. 

      Решение. 
( ) ( )

=
−+∫ 22 32 xx

dx
∫ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
dx

xx

2

2
1

3
1

5
1

 

=
( ) ( )∫ ∫ −

+
+

− 22 225
1

325
1

x
dx

x
dx

( )( )∫ =
+− 2325

2
xx

dx

 

( ) ( ) ∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
−

+
−

−
−= dx

xxxx 2
1

3
1

125
2

225
1

325
1
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 = ( ) ( ) Cxx
xx

+++−−
+

−
−

− 2ln
125

23ln
125

2
225

1
325

1
 ( )3;2−≠x . 

  

3.5.  Интегралы вида dx
cbxax

BAx
∫ ++

+
2 ( )0≠a  

      Эти интегралы вычисляются выделением в числителе дроби выражения, 

равного производной знаменателя дроби: =
++

+
∫ dx

cbxax
BAx

2  

( )
=

++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

= ∫ dx
cbxax

a
AbBbax

a
A

2
2

2
2 ( )

+
++
++

∫ cbxax
cbxaxd

a
A

2

2

2  

+ =
++

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ∫ cbxax

dx
a

AbB 22
( )

+
++
++

∫ cbxax
cbxaxd

a
A

2

2

2
I

a
AbB ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
,  

где интеграл ∫ ++
=

cbxax
dxI 2  вычисляется способом, рассмотренным в 

п.3.2. 

      Пример 1. dx
xx

x
∫ ++

+
52

2
2 . 

      Решение. Так как ( ) ( )12522 +=
′

++ xxx , имеем: 

dx
xx

x
∫ ++

+
52

2
2 = ( ) =

++
+

∫ dx
x

x
41

2
2

( )
( ) =

++
++

∫ dx
x
x

41
11

2
 

( ) +
++

+
= ∫ dx

x
x

41
1
2 ( )∫ =

++ 41 2x
dx

 
( )

+
++
++

∫ 52
52

2
1

2

2

xx
xxd

  

( )
( )∫ =

++
+

+
22 21

1
x

xd Cxarctgxx +
+

+++
2

1
2
152ln

2
1 2 . 

      Пример 2. dx
xx

x
∫ −+

+
32

2
2 . 

      Решение.  

=
−+

+
∫ dx

xx
x

32
2

2 ( ) =
−+
++

∫ dx
x
x

41
1)1(

2 ( ) +
−+

+
∫ dx

x
x

41
1
2 ( ) =

−+∫ 41 2x
dx
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( )
+

−+
−+

= ∫ 32
32

2
1

2

2

xx
xxd

( ) =
−+

+
∫ 41

)1(
2x

xd
−+−+ lxx

4
132ln

2
1 2 C

x
x

+
+
+

3
1

 

 

3.6. Интегралы вида 
( )∫

++
ncbxx

dx
2

 

   ( )04;2, 2 <−≥∈ cbnNn  

      Выделением полного квадрата cbxx ++2 =
42

22 bcbx −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  и заме-

ной 
2
bxz +=   интеграл приводится к виду    

                                                nI =
( )∫

+
nza

dz
22

.  

Для вычисления последнего интеграла используется подстановка tguaz ⋅=  
или выводится рекуррентное соотношение, позволяющее понизить степень n  
в знаменателе интегрированием по частям. Действительно, представляя nI  в 

виде комбинации 1−nI  и 
( )∫

+
nza

dzz
22

2

, и    вычисляя последний из интегра-

лов интегрированием по частям, получим 

nI
( )

=
+

= ∫ nza
dz

22

( )
( )∫ =

+

−+ dz
za

zza
a n22

222

2

1
−−12

1
nI

a

( )∫ =
+

− nza
zdzz

a 222

1
( ) ( )∫ =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
⋅

−
− −− 122212

1
12
111

nn
zan

zd
a

I
a

 

( )( )
−

+−
+= −− 122212 12

1
nn

zana
zI

a ( ) ( )∫ =
+− −122212

1
nza

dz
an

 

                            
( )( ) ( ) 121222 12

32
12

−− −
−

+
+−

= nn I
na

n
zana

z
.                    ( )1  

      Зная интеграл 
a
zarctg

a
I 1

1 = + C , по этой формуле ( )1  при 2=n  по-

лучаем  
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        =2I
( ) 121222 2

1
2

I
azaa

z
n +

+
−

= ( ) a
zarctg

azaa
z

3222 2
1

2
+

+
+ C .       ( )2  

Полагая 3=n  в ( )1 , получаем 

=3I
( ) 222222 4

3
4

I
azaa

z
+

+
=

( ) ( ) ++
+

+
2242222 8

3
4 zaa

z
zaa

z
 

                                                     C
a
zarctg

a
++ 58

3
                                     ( )3  

и т.д.  
Таким образом можно вычислить интеграл nI  для любого натурального n . 

     Пример 1. 
( )∫

+
222 xa

dx
. 

     Решение. 
( )

=
+

∫ 222 xa
dx ( )

( )∫ =
+

−+ dx
xa

xxa
a m22

222

2

1
−

+∫ 222

1
xa

dx
a

 

( )∫ =
+

− 2222

1
xa

xdxx
a ∫ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ 2223

1
2

11
ax

xd
aa

xarctg
a

 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
⋅+= ∫ 222223

1
2

11
ax

dx
ax

x
aa

xarctg
a

+
a
xarctg

a 3

1

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
⋅+ C

a
xarctg

aax
x

a
11

2
1

222 +
a
xarctg

a 32
1

( ) C
axa

x
+

+
+ 2222

.  

      Можно было просто воспользоваться формулой ( )2 . Наконец, можно бы-
ло воспользоваться тригонометрической подстановкой atgtx = , где 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
,

2
ππt . Тогда 

t
adtdx 2cos

= , 
t

aax 2

2
22

cos
=+ , и поэтому  

( )∫
+

222 ax
dx

== ∫ tdt
a

2
3 cos1 ( )

∫ =
+ dtt

a 2
2cos11

3   

( ) Cttt
a

++= cossin
2
1

3 . Осталось сделать обратную подстановку:  
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a
xarctgt = , 

222

1

sinsin
ax

x

a
x

a
x

a
xarctgt

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ; 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

a
xarctgt coscos =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

2

1

1

a
x 22 ax

a

+
.  

Поэтому искомый интеграл равен C
ax

x
aa

xarctg
a

+
+

+ 2223 2
1

2
1

.  

      Пример 2. 
( )∫
+

321 x
dx

. 

      Решение. Воспользуемся формулой ( )3  при 1=a : 

                
( )

=
+

∫ 321 x
dx

( ) ( ) ++
+

+
222 18

3
14 x

x
x

x arctgx
8
3

+ C . 

 

3.7. Интегралы вида 
( )∫

++

+ dx
cbxx

BAx
n2

    

     ( )04;2, 2 <−≥∈ cbnNn  

      Для вычисления интегралов вида 
( )∫

++

+ dx
cbxx

BAx
n2

 (квадратное выра-

жение в знаменателе дроби не имеет действительных корней) представим 
линейную функцию в числителе в виде комбинации производной квадратного 
трёхчлена и некоторой константы, т.е. 

( )∫ =
++

+ dx
cbxx

BAx
n2

( )

( )∫ =
++

−++
dx

cbxx

AbBbxA

n2

2
2

2  

( )
∫ +

++
++

= ncbxx
cbxxdA
)(2 2

2

( )∫ =
++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ncbxx

dxAbB
22

 

( ) nn JAbB
cbxxn

A
∗⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++
⋅

−
⋅= − 2

1
1

1
2 12

,  
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где 
( )∫

++
= nn

cbxx
dxJ

2
.  

Вычисление интеграла nJ  рассматривалось выше в п.3.6. 

      Пример. 
( )∫

++

+ dx
xx

x
22 1

13
. 

Решение. 
( )

=
++

+
∫ dx

xx

x
22 1

13 ( )

( )
=

++

−+

∫ dx
xx

x
22 1
2
112

2
3

 ( )
( )

−
++

++
∫ dx

xx
xxd

22

2

1
1

2
3

 

( )∫ =
++

− 22 12
1

xx
dx

( ) ∫ =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
++

− 222

4
3

2
1

2
1

2
1

12
3

x

xd

xx
  

= ( ) −++
−

12
3

2 xx
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+

2)
2
1(

4
36

12

x

x
3

12

4
34

1

2
3

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

xarctg + C . 

 
3.8.  Метод алгебраических преобразований 

      Так как фундаментальный подход, основанный на разложении рациональ-
ной дроби на простейшие дроби (который будет изложен ниже в п.3.9), часто 
требует громоздких выкладок, то при вычислении интегралов от рациональ-
ных функций при любой возможности полезно использовать альтернативные 
подходы в виде различных упрощающих алгебраических преобразований, 
вспомогательных замен переменных – всего того, что так или иначе упрощает 
вычисление интегралов. Рассмотрим примеры таких преобразований, в кото-
рых рациональные выражения интегрируются непосредственным сведением к 
табличным интегралам, часто путём использования различных искусствен-
ных приёмов и иногда введения новых переменных. 

      Пример 1. ( )∫ − dxxx 3721 . 

      Решение. ( ) ( )∫ =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−− dxxx 3721

2
121

2
1

 ( )∫ +−− dxx 3821
2
1

 

+ ( )∫ =− dxx 3721
2
1

 ( ) ( )−−−∫ xdx 2121
4
1 38   
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( ) ( )∫ =−−− xdx 2121
4
1 37 ( ) ( ) Cxx +−−− 3839 21

152
121

156
1

. 

      Пример 2. ( )∫ − dxxx 1023 51 . 

      Решение. Сделаем замену 251 xt −= , откуда 
5

12 tx −
= , =xdx2  

dt
5
1

−=  и в результате приходим к интегралу: 

∫ ∫ ∫−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dttdttdttt 1011

50
1

50
1

105
1

=+−= Ctt
550600

1112

 

( ) ( ) Cxx
+

−
−

−
=

550
51

600
51 112122

. 

      Пример 3. 
( )∫ + 100

2

2x
dxx

. 

      Решение. Выполним подстановку 2+= xt , которая позволяет сделать 
так, чтобы степень суммы оказалась не в знаменателе, а в числителе дроби, 
что существенно удобнее для вычисления данного интеграла:  

( )
=

−
∫ 100

22
t

dtt
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +− dt
t

tt
100

2 44 ( ) =+−= ∫ −−− dtttt 1009998 44  

=+⋅−⋅+−=
−−−

Cttt
99

4
98

4
97

999897

( ) ( )
−

+
+

+
− 9897 249

2
297

1
xx

 

( )
C

x
+

+
− 99299

4
 ( )2−≠x . 

      Пример 4. 
( ) ( )∫ −+ 22 32 xx

dx
. 

      Решение. 
( ) ( )

=
−+∫ 22 32 xx

dx
∫ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
dx

xx

2

2
1

3
1

5
1

 

( ) ( )∫ ∫ −
+

+
−

= 22 225
1

325
1

x
dx

x
dx

( )( )∫ =
+− 2325

2
xx

dx
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( ) ( ) ∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
−

+
−

−
−= dx

xxxx 2
1

3
1

125
2

225
1

325
1

 

( ) ( ) Cxx
xx

+++−−
+

−
−

−= 2ln
125

23ln
125

2
225

1
325

1 ( )3;2−≠x . 

      Пример 5. ∫ ++ 52 24 xx
xdx

. 

      Решение. Преобразуя знаменатель дроби, получим =++ 52 24 xx  

( ) 41 22 ++= x . Выполним подстановку 12 += xt , тогда 
2
dtxdx = . От-

сюда для интеграла находим 

∫ ++ 52 24 xx
xdx

=+=
+

= ∫ Ctarctg
t

dt
24

1
42

1
2 Cxarctg +

+
2

1
4
1 2

. 

      Пример 6. ∫ −14x
dx

. 

     Решение. Так как 
( ) ( )
( )( ) =+−

−−+
=

− 112
11

1
1

22

22

4 xx
xx

x ( ) ( )12
1

12
1

22 +
−

− xx
, то 

имеем ∫ −14x
dx Carctgx

x
x

+−
+
−

=
2
1

1
1ln

4
1

 )1( ±≠x . 

      Пример 7. 
( )∫ − 63 1xx
dx

. 

      Решение.  =I ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 6

9 1
x

xx

dx
. Положим 

x
xt 1−

= , тогда имеем 

  
( )

=
−

∫ dt
t

t
6

71
∫ =

−+−+−+− dt
t

ttttttt
6

765432 72135352171
 

∫∫ ∫ ∫ +−+−= 3456 35217
t
dt

t
dt

t
dt

t
dt

∫∫ ∫ −+−+ dt
t
dt

t
dt 72135 2  

∫ =− tdt −+−+− 2345 2
357

4
7

5
1

tttt
−+− tt

t
7ln2135 Ct

+
2

2

,  

где 
x

xt 1−
=  ( )1;0≠x . 
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      Пример 8. 
( )∫
−

231 xx
dx

. 

      Решение.  

( )∫
−

231 xx
dx

( ) ( )∫ ∫ =
−

=
−

= 233

3

233

2

13
1

1 xx
dx

xx
dxx

( )∫ =
− 213

1
uu

du
 

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
= du

uuu 1
11

1
1

3
1

( )∫ ∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++

−
du

uuu
du

1
11

3
1

13
1

2  

=+
−

+
−

⋅−= C
u

u
u 1

ln
3
1

1
1

3
1

C
x

x
x

+
−

+
−

⋅ 3

3

3 1
ln

3
1

1
1

3
1  )1;0( ≠x . 

      Пример 9. ( )∫ − 223 xx
dx

. 

      Решение. ( )∫ − 223 xx
dx

( ) ( )∫ ∫ =
−

=
−

=
22

1
22

1
224

2

uu
du

xx
dx

 

( )∫ =
−
−−

−= du
uu

uu
2

2
4
1

2 ( )∫ ∫ =
−

+−
24

1
4
1

2 uu
du

u
du

 

C
x

x
x

C
u

u
u

+
−

+=+
−

+= 2

2

2

2ln
8
1

4
12ln

8
1

4
1

 )2;0( ±≠x . 

      Пример 10.  ∫ +
+ dx

x
x

1
1

4

2

. 

      Решение. ∫ +
+ dx

x
x

1
1

4

2

∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +/

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +/

= dx

x
xx

x
x

2
22

2
2

1

11
. Так как =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + dx

x 2

11    

        ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

x
xd 1

 и 212121 2

2
2

2
2 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=+

x
x

x
x

x
x ,  

то приходим к интегралу =

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∫
21

1

2

x
x

x
xd

C
x
xarctg +

−
2
1

2
1 2

. 
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      Пример 11.  
( )∫

++

− dx
xx

x
22

2

1
1

. 

      Решение. См. решение примера 5 из п.1.2. 

      Пример 12. ∫ ++
+ dx
xx

x
13

1
24

2

. 

      Решение. См. решение примера 6 из п.1.2. 

      Пример 13. ∫ −
+ dx

x
x

1
1

6

4

. 

      Решение. =
−
+

∫ dx
x
x

1
1

6

4

∫∫ =
−

+
−
−+ dx

x
xdx

x
xx

1
2

1
21

6

2

6

24

 

∫ ∫ =
−

+
++

−
=

13
2

1
1

6

3

24

2

x
dxdx

xx
x

∫ +
+
−

+

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1
1ln

3
1

11

1

3

3

2 x
x

x
x

x
xd

  

+
++

−+
=+

11

11

ln
2
1

x
x

x
x

C =+
+
− C

x
x

1
1ln

3
1

2

2

+
++
+−

1
1ln

2
1

2

2

xx
xx

 

C
x
x

+
+
−

+
1
1ln

3
1

2

2

 ( )1±≠x . 

 
 

3.9.  Представление рациональной дроби в виде суммы  
    простейших дробей с использованием  

    метода неопределённых коэффициентов 
      Идея интегрирования рациональных дробей при помощи разложения их 
на простейшие дроби принадлежит, как отмечалось выше, Г. Лейбницу (1702–
1703). Рассмотрим общий подход к интегрированию рациональных дробей, 

т.е. функций вида 
( )
( )xQ
xP

, где ( )xP  и ( )xQ  – целые алгебраические много-

члены от x . Этот подход обычно применяют в случае, когда нет более про-
стых приёмов, позволяющих вычислить интеграл. 
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      1. Интегрирование неправильной дроби. 

      Если степень многочлена ( )xP  больше или равна степени многочлена 

( )xQ  (иными словами, дробь 
( )
( )xQ
xP

 неправильная), то делением многочлена 

( )xP  на многочлен ( )xQ  вначале выделяют целую часть – многочлен ( )xS , 

т.е. представляют дробь в виде 
( )
( )xQ
xP

= ( )xS +
( )
( )xQ
xR

, где степень многочлена 

( )xR  меньше степени многочлена ( )xQ . Таким образом, интегрирование 

дробно-рациональной функции ( )
( )xQ
xP  в общем случае сводится к интегриро-

ванию многочлена ( )xS  и правильной рациональной дроби ( )
( )xQ
xR . 

 
     2. Интегрирование правильной дроби. 

      Рассмотрим интегрирование правильной дроби 
( )
( )xQ
xP

, в которой степень 

многочлена ( )xP  меньше степени многочлена ( )xQ . Оно основано на пред-
ставлении этой дроби конечной суммой простейших дробей.  
      1) Первое, что необходимо сделать, – это выписать разложение дроби в 
сумму элементарных дробей. Вид этого разложения зависит от разложения 
знаменателя ( )xQ  на множители. Известно, что алгебраический многочлен 

любой степени раскладывается на сомножители линейного ( )ax −  и (или) 

квадратичного вида cbxx ++2 . Предположим, в разложении ( )xQ  на 
множители присутствует сомножитель линейного вида в n -й степени: 

( )nax −  ( a  – действительный корень многочлена кратности n ). Тогда ему 
будет соответствовать сумма ровно n  простейших дробей: 

                            
( ) ( ) ( )n

n

ax
A

ax
A

ax
A

ax
A

−
++

−
+

−
+

−
...3

3
2

21 ,                   ( )1  

где kA , nk ,...,2,1= , – некоторые постоянные. Если сомножителей линей-

ного типа в разложении многочлена ( )xQ  несколько, то каждому из них со-
ответствует аналогичная сумма. 
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      Каждому сомножителю квадратичного вида в m -й степени 

( )mcbxx ++2 , где трёхчлен cbxx ++2  не имеет действительных корней, 
соответствуют, в свою очередь, m  простейших дробей: 

        
( )

+
++

+
+

++
+

22

22
2

11

cbxx

NxM
cbxx

NxM

( ) ( )m
mm

cbxx

NxM

cbxx

NxM

++

+
++

++

+
232

33 ... ,   ( )2  

где ii NM , , mi ,...,2,1= , – постоянные. 

      Таким образом, выписывается представление дроби 
( )
( )xQ
xP

 в виде конеч-

ной суммы элементарных дробей вида ( )1  и ( )2 : 

( )
( ) =xQ
xP

( ) ( ) ( )
++

−
++

−
+

−
+

−
......3

3
2

21
n

n

ax
A

ax
A

ax
A

ax
A

 

( )
+

++

+
+

++
+

+ 22

22
2

11

cbxx

NxM
cbxx

NxM

( ) ( )m
mm

cbxx

NxM

cbxx

NxM

++

+
++

++

+
232

33 ... .       ( )3  

      2) Далее методом неопределённых коэффициентов находятся постоянные 

kA , ii NM , ,… ( nk ,...,2,1= ; mi ,...,2,1= ;…). Для этого все простейшие 

дроби в правой части равенства ( )3  приводятся к общему знаменателю (этим 

знаменателем будет многочлен ( )xQ , как и в левой части). При этом в чис-

лителе полученной в результате дроби окажется некоторый многочлен ( )xT , 
у которого коэффициенты при различных степенях x  зависят от неизвестных 

kA , ii NM , ,…. Поскольку две рациональные дроби 
( )
( )xQ
xP

 и 
( )
( )xQ
xT

 с одина-

ковыми знаменателями тождественно равны (т.е. равны сразу при всех допус-
тимых значениях x )  тогда и только тогда, когда равны их числители, то ос-
талось записать условие тождественного равенства многочленов ( )xP  и 

( )xT . В свою очередь, два многочлена тождественно равны тогда и только 
тогда, когда равны их степени и коэффициенты при одинаковых степенях x . 
Приравнивая эти коэффициенты, составляют систему алгебраических урав-
нений, в которой количество неизвестных (неопределённых коэффициентов) 
совпадает с количеством уравнений системы. Затем эта система решается 
(достаточно подобрать одно какое-либо решение) и, таким образом, неопре-
делённые ранее коэффициенты оказываются найденными. 
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      3) После этого найденные значения коэффициентов kA , ii NM , ,… под-

ставляются в разложение ( )3 , и интегрирование рациональной дроби 
( )
( )xQ
xP

 

оказывается в результате сведено к интегрированию суммы элементарных 
дробей ( )3 . Осталось рассмотреть завершение процедуры интегрирования. 
      Итак, интегрирование правильной рациональной дроби сводится к интег-
рированию дробей вида: 

А)
ax

A
−

;   Б)
( )nax

A
−

( )Nnn ∈≥ ,2 ;    В)
cbxx

NMx
++

+
2 ;  

Г) 
( )mcbxx

NMx
++

+
2

 ( )Nmm ∈≥ ,2 . 

Вычисление интегралов от указанных дробей осуществляется следующим 
образом: 

      А) ∫ +−⋅=
−

CaxAdx
ax

A ln ; 

      Б) 
( ) ( )∫ +

−
⋅

−
−=

− − C
axn

Adx
ax

A
nn 1

1
1

 ( )Nnn ∈≥ ,2 ; 

      В) 
( )

∫ ∫ ++

−++
=

++
+ dx

cbxx

MbNbxM

dx
cbxx

NMx
22

2
2

2 = 

= ( )
∫ +

++
++
cbxx
cbxxdM

2

2

2 ∫ =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

42
2 22 bcbx

dxMbN  

+++= cbxxM 2ln
2

( )
4/

2
4/
2/

22 bc

bx
arctg

bc
MbN

−

+
⋅

−

−
+ C  

 (так как cbxx ++2  не имеет действительных корней, то 
4

2bc − 0> ). 

      Г) Вычисление интегралов вида  

( )∫
++

+ dx
cbxx

NMx
m2

( )Nmm ∈≥ ,2   

было рассмотрено в п.3.7. 
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      Рассмотрим применение данного метода на примерах. 

      Пример 1. 
( )( )∫ −+ 221 xx

xdx
. 

      Решение. Разложение дроби 
( )( )221 −+ xx

x
 в сумму простейших дробей 

ищем в виде 

                            
( )( )

=
−+ 221 xx

x
( )2221 −

+
−

+
+ x

C
x

B
x

A
.                    ( )5  

Приводя дроби в правой части ( )5  к общему знаменателю, имеем 

( )( )
=

−+ 221 xx
x ( ) ( )( ) ( )

( )( )2

2

21
1212

−+
++−++−

xx
xCxxBxA

. 

Приравнивая числители дробей, получаем тождество 

                             ( ) ( )( ) ( )1212 2 ++−++−= xCxxBxAx .                   ( )6  

Приведём многочлен в правой части к стандартному виду, упорядочив степе-
ни x  в порядке убывания: 

( ) ( ) ( )CBAxABCxBAx +−+−−++= 2442  . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , получаем систему 
трёх уравнений с тремя неизвестными CBA ,, : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−−

=+

,024
14

0

CBA
ABC

BA
 

решая которую находим неопределённые коэффициенты 
9
1

−=A , 
9
1

=B , 

3
2

=C . Наконец, подставим найденные коэффициенты в разложение ( )5  и 

проинтегрируем, разбивая интеграл на сумму трёх табличных интегралов: 

( )( )
=

−+∫ 221 xx
xdx

( )∫ ∫∫ =
−

+
−

+
+

− 223
2

29
1

19
1

x
dx

x
dx

x
dx

 

C
xx

x
+

−
⋅−

+
−

=
2

1
3
2

1
2ln

9
1

, 2,1 ≠−≠ xx . 
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      Иногда полезно в равенство, полученное приравниванием многочлена 
( )xP  к числителю ( )xT  дроби, полученной после приведения к общему 

знаменателю простейших дробей, подставлять вместо x  некоторые специ-
ально подобранные числа (обычно это действительные корни знаменателя 
( )xQ  данных дробей). В результате получаются линейные уравнения отно-

сительно искомых коэффициентов, хотя следует помнить, что при подстанов-
ке произвольных чисел полученные уравнения могут оказаться зависимыми. 

      Применим данный приём к предыдущему примеру. Для этого, не приводя 
многочлен в правой части этого тождества ( )6  к стандартному виду, поло-
жим в нём последовательно вначале 2=x , и найдём при этом C32 = , от-

куда 
3
2

=C . Затем положим 1−=x , получив, что A91=− , а значит 

9
1

−=A . Наконец, положим в ( )5  0=x  (не корень многочлена ( )xQ , но 

тоже достаточно удобное для подстановки число). В результате имеем 

CBA +−= 240 , откуда с учётом найденных ранее 
9
1

−=A  и 
3
2

=C  

определяем 
9
1

2
4

=
+

=
CAB . И далее интегрируем по описанной выше 

схеме. 

      Пример 2. 
( ) ( )∫

−+

+− dx
xx

xx
11

23
22

2

. 

      Решение. Разложение дроби 
( ) ( )11

23
22

2

−+

+−

xx
xx  в сумму простейших дробей 

ищем в виде 

( ) ( )
=

−+

+−

11
23

22

2

xx
xx

( )222 111 +

+
+

+
+

+
− x

EDx
x

CBx
x

A
. 

Коэффициенты EDCBA ,,,,  определим, исходя из тождества 

( ) ( )( )( ) ( )( )111123 2222 −+++−+++=+− xEDxxxCBxxAxx . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , приходим к систе-
ме уравнений  

Хорошилова Е.В.  Неопределённый интеграл 
 

 

58

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−−
−=−+−
=++−

=+−
=+

.2
1
32

0
0

ECA
DEBC

BDCA
CB

BA

 

Полагая 1=x , находим 1=A . Решая систему с учётом 1=A , определяем 
остальные коэффициенты: 0,1,1,1 ==−=−= EDCB . Следовательно,  

( ) ( )
=

−+

+−
∫ dx

xx
xx

11
23

22

2

( )∫ ∫ ∫ =
+

+
+
+

−
− 222 11

1
1 x

xdxdx
x
x

x
dx

 

−+−−= 1ln
2
11ln 2xx −arctgx C

x
+

+
⋅

1
1

2
1

2  ( )1≠x . 

      Пример 3. ∫ +
+++ dx

x
xxx

2
753

2

23

. 

      Решение. Выделим целую часть неправильной рациональной дроби: 

                          _ 753 23 +++ xxx         22 +x  

                            xx 23 +                         3+x  

                                  _ 733 2 ++ xx  
                                    63 2 +x  

                                               13 +x . 

Таким образом, 
2
133

2
753

22

23

+
+

++=
+

+++
x

xx
x

xxx
. Подставляя получен-

ное представление под знак интеграла, вычисляем интеграл:  

∫ +
+++ dx

x
xxx

2
753

2

23

( ) ( )
∫ ∫ =

+
+

++= dx
x

xdxx
2
133 2 ++ xx 3

2

2

 

∫ ∫ =
+

+
+

+
22

2
2
3

22 x
dx

x
xdx

++ xx 3
2

2

( )
22

12ln
2
3 2 xarctgx ++ + C . 

      Пример 4. ∫ +14x
dx

. 

      Решение. Разложим многочлен в знаменателе на множители:  

=−++=+ 2244 2)12(1 xxxx ( ) ( ) =−+
222 21 xx
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( )( )1212 22 +−++= xxxx ,  

а затем представим подынтегральную функцию в виде суммы: 

                             
12121

1
224 +−

+
+

++
+

=
+ xx

DCx
xx

BAx
x

. 

Используя метод неопределённых коэффициентов, найдём 
22

1
=A , 

2
1

=B , 
22

1
−=C , 

2
1

=D . Задача оказалась сведена к вычислению инте-

грала  

∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
−

−
++

+ dx
xx

x
xx

x
12

2
22

1
12

2
22

1
22

 

−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
++

+
= ∫ ∫

2
1

2
24

1
12

2
2

22
1

22

x

dxdx
xx

x
 

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+−

−
− ∫ ∫

2
1

2
24

1
12

2
2

22
1

22

x

dxdx
xx

x

12
12ln

24
1

2

2

+−
++

=
xx
xx ( ) ( )( )1212

22
1

−+++ xarctgxarctg +C. 

      Пример 5. ∫ +16x
dx

. 

      Решение. Сначала преобразуем подынтегральную функцию 
( ) ( )

( ) =
+

−++
=

+ 12
11

1
1

6

44

6 x
xx

x
( )
( ) −+

+
12

1
6

4

x
x ( )

( ) =+
−

12
1

6

4

x
x

    

( )
( ) +

+
++−

=
12

1
6

224

x
xxx ( )( )

( ) =
+
+−
12

11
6

22

x
xx

( ) ( ) ++
+

+ 1212
1

6

2

2 x
x

x
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( )12
1

24

2

+−
−

+
xx
x

. Интегралы от первых двух слагаемых равны, соответст-

венно, 12
1 Carctgx +  и ( ) 2

3

6
1 Cxarctg + .  

Вычислим интеграл от третьего слагаемого. Для этого, учитывая, что 

( ) ( ) =−++=+−
22424 3121 xxxxx ( )( )1313 22 +−++ xxxx ,  

разложим дробь на сумму элементарных дробей: 

( )12
1

24

2

+−
−

xx
x

1313 22 +−
+

+
++

+
=

xx
DCx

xx
BAx

. 

Приводя дроби к общему знаменателю, получим тождество 

( )( )++−+=+− 13
2
1

2
2

2

xxBAxx ( )( )132 +++ xxDCx , 

откуда     :3x       CA+=0 , 

                :2x      DCBA +++−=− 33
2
1

, 

                :1x       DCBA 330 ++−= , 

                :0x       DB +=
2
1

. 

Решая систему, находим 
32

1
=−= CA , 

4
1

== DB .  

Подставляя в разложение, получим  

           ( )12
1

24

2

+−
−

xx
x

13
2
3

32
1

13
2
3

32
1

22 +−

−
−

++

+
=

xx

x

xx

x
.  

Интегрируя, приходим к окончательному ответу: 

=
+∫ 16x

dx
+arctgx

2
1 ( )+3

6
1 xarctg C

xx
xx

+
+−
++

13
13ln

34
1

2

2

. 
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3.10.  Метод М. В. Остроградского  

      Ещё один метод, используемый при интегрировании правильной несокра-

тимой рациональной дроби 
( )
( )xQ
xP

, носит название метода Остроградского. 

Суть этого метода состоит в выделении рациональной части первообразной. 

      Остроградский Михаил Васильевич (1801–1861) – русский математик, 
член Петербургской  АН,   один  из  основателей  Петербургской  математи-
ческой школы. Основные труды относятся к математическому анализу, тео-
ретической механике, математической физике. 

      Пусть многочлен ( )xQ , расположенный в знаменателе интегрируемой 
дроби, имеет кратные корни, включая и комплексные (чем выше кратность 
корней, тем эффективнее, вообще говоря, оказывается данный метод в срав-
нении с методом неопределённых коэффициентов). Разложим этот многочлен 
( )xQ  на произведение линейных и квадратичных сомножителей. Составим 

многочлен ( )xQ2  так, чтобы каждый корень многочлена ( )xQ  являлся бы 

корнем многочлена ( )xQ2 , но входил бы в этот многочлен с кратностью 1. 

Других корней у многочлена ( )xQ2 , отличных от корней многочлена ( )xQ , 

нет. Определим теперь многочлен ( )xQ1  так, чтобы ( ) ( ) ( )xQxQxQ =⋅ 21 . 

То есть каждый корень многочлена ( )xQ , если первоначально он имел крат-

ность n  ( )Nn∈ , войдёт с кратностью, равной 1, в многочлен ( )xQ2 , и с 

оставшейся после этого кратностью ( )1−n  в многочлен ( )xQ1 . В частности, 

все простые (кратности 1) корни многочлена ( )xQ  будут корнями ( )xQ2  и 

не будут корнями ( )xQ1 . Далее, введём в рассмотрение ещё два многочлена 

( )xP1  и ( )xP2 , записав их в общем виде с неопределёнными коэффициента-
ми, причём их степени на единицу меньше соответственно степеней много-
членов ( )xQ1  и ( )xQ2 . Тогда справедлива формула Остроградского 

                                        
( )
( )

( )
( )

( )
( )∫ ∫+= dx
xQ
xP

xQ
xP

dx
xQ
xP

2

2

1

1 .                           ( )1  

Чтобы с её помощью вычислить интеграл в левой части, необходимо вначале 
продифференцировать по x  это равенство 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )xQ
xP

xQ
xP

xQ
xP

2

2

1

1 +
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ,                                 ( )2  

и затем, приведя дроби в правой части равенства к общему знаменателю, най-
ти неопределённые коэффициенты методом с аналогичным названием и за-
кончить интегрирование по формуле ( )1 . Обратимся к примерам. 

      Пример 1. 
( ) ( )∫ +− 32 11 xx

xdx
. 

      Решение. Под знаком интеграла видим правильную дробь, знаменатель 
которой ( ) ( ) ( )32 11 +−= xxxQ . Находим, что ( ) =xQ2 ( )( )11 +− xx  и 

тогда ( ) ( )
( ) ( )( )2

2
1 11 +−== xx

xQ
xQxQ . Так как степень многочлена ( )xQ1  

равна 3, то ( )xP1  – квадратный трёхчлен, записанный в общем виде: 

( )xP1 = cbxax ++2 . Аналогично, поскольку степень ( )xQ2  равна 2, то 

( )xP2  – многочлен первой степени  ( )xP2 = ex +δ .  Следовательно, имеем 
пять неопределённых коэффициентов a , b , c , δ , e . Формула Остроград-
ского примет вид 

( ) ( )
=

+−∫ 32 11 xx
xdx

( )( ) ( )( )∫ +−
+

+
+−
++ dx

xx
ex

xx
cbxax

1111 2

2 δ
. 

Продифференцировав последнее равенство по x , получим 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) =+−
+

+
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
++

=
+− 111111 2

2

32 xx
ex

xx
cbxax

xx
x δ

 

=
( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )42

222

11
1121112

+−
+−++++−+−+

xx
xxxcbxaxxxbax

+   

+ ( )( )11 +−
+
xx
exδ

. Сократив первую из дробей в правой части на ( )1+x  и 

приведя все дроби к общему знаменателю, получим:  
( ) ( )

=
+− 32 11 xx

x
 

= ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )32

22

11
1113112

+−
+−++−++−+−+

xx
xxexxcbxaxxxbax δ . 
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Итак, при всех 1±≠x  должно выполняться данное тождество. Так как зна-
менатели дробей слева и справа равны, то должны быть тождественно равны 
многочлены, находящиеся в числителях: 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )111312 222 +−++−++−−+≡ xxexxcbxaxxbaxx δ . 

Найдём коэффициенты a , b , c , δ , e  методом неопределённых коэффици-
ентов (сняв временно ограничения 1±≠x ). Приравняем коэффициенты при 
одинаковых степенях x  слева и справа: 

:4x       δ=0  
:3x       ea ++−= δ0  
:2x      δ−++−= eab20  
:1x       δ−−+−−= ebca 321  
:0x       ecb −+−=0  

Решая систему пяти уравнений с пятью неизвестными, находим  

8
1

−=a , 
8
1

−=b , 
4
1

−=c , 0=δ , 
8
1

−=e .  

Подставим значения коэффициентов в формулу Остроградского: 

( ) ( )
=

+−∫ 32 11 xx
xdx

( )( ) ( )( )∫ +−
−

+−
++

− dx
xxxx

xx
11

1
8
1

118
2

2

2

. 

Осталось вычислить интеграл 

( )( )∫ +−
dx

xx 11
1

 
( ) ( )
( )( ) =

+−
−−+

= ∫ dx
xx
xx

11
11

2
1

 

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
= dx

xx 1
1

1
1

2
1 Cxx ++−− 1ln1ln

2
1

.  

Итак, окончательно имеем: 

( ) ( )
=

+−∫ 32 11 xx
xdx

( )( )
C

x
x

xx
xx

+
+
−

−
+−
++

−
1
1ln

16
1

118
2

2

2

 ( )1±≠x . 

      Пример 2. 
( )∫

+
23 1x

dx
. Решение. Согласно формуле Остроградского, 

( )∫
+

23 1x
dx

+
+

+
+

++
= ∫ 113

2

x
dxD

x
CBxAx dx

xx
FEx

∫ +−
+

12 . 

Дифференцируя и приводя к общему знаменателю, получаем тождество 

( )12321 2345234 +−++−+++−−−≡ xxxxxDBAxCxBxAx + 
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+ ( )( )134 ++++ xxxFEx ,  

откуда  5x :       ED +=0 , 
             :4x       FEDA ++−−=0 , 
             :3x       FDB ++−= 20 , 
             :2x      EDC ++−= 30 , 
             :1x       FEDA ++−= 20 , 
             :0x      FDB ++=1 . 

Решая систему, находим 0== CA , 
3
1

=B , 
9
2

=−= ED , 
9
4

=F . Итак,  

( )∫
+

23 1x
dx

( ) −++
+

= 1ln
9
2

13 3 x
x

x
∫ =

+−
− dx
xx

x
1

2
9
2

2  

( )
( )

1
1ln

9
1

13 2

2

3 +−
+

+
+

=
xx

x
x

x Cxarctg +
−

+
3

12
33

2
 ( )1−≠x . 

      Пример 3. ∫ ++++ 1232 234 xxxx
dx

. 

      Решение. Поскольку =++++ 1232 234 xxxx ( )22 1++ xx , то разло-
жение, согласно формуле Остроградского, ищем в виде                    

∫ ++++ 1232 234 xxxx
dx

∫ ++
+

+
++

+
= dx

xx
DCx

xx
BAx

11 22 , 

откуда, дифференцируя равенство и приводя дроби к общему знаменателю, 
получаем тождество 
         ( ) ( )( ) ( )( )DCxxxxBAxxxA ++++++−++≡ 11211 22 . 

:3x       C=0 , 
:2x      CDA ++−=0 , 
:1x       CBD +−= 20 , 

:0x      DBA +−=1 ,      откуда 
3
2

== DA , 
3
1

=B , 0=C .  

Подставляя в формулу Остроградского, окончательно получаем 

∫ ++++ 1232 234 xxxx
dx

=
++

+
++

+
= ∫ 13

2
)1(3

12
22 xx

dx
xx

x  

                            +
++

+
=

)1(3
12

2 xx
x Cxarctg +

+
3

12
33

4 . 
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Задачи для самостоятельного решения 
      Найти неопределённые интегралы: 

  1. dx
x

x
∫ −

−
34

21
.                               Ответ: Cxx +−−− 34ln

8
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠

4
3x . 

  2. dx
x
x

∫ +
+

23
32

.                               Ответ: Cxx +++
3
2ln

9
5

3
2

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≠

3
2x . 

  3. ∫ ++ 143 2 xx
dx

.                            Ответ: C
x
x

+
+
+

33
13ln

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−≠ 1;

3
1x . 

  4. ∫ −− 2215 xx
dx

.                                    Ответ: C
x
x

+
−
+

3
5ln

8
1 ( )3;5−≠x . 

  5. ( )( )∫ ++ 32 xx
dx

.                                   Ответ: C
x
x

+
+
+

3
2ln ( )2;3 −−≠x . 

  6. 
( )

( )( )∫ −+
+

12
3
xx
dxx

.                               Ответ: 
( ) C

x
x

+
+
−

2
1ln

3
1 4

 ( )1;2−≠x . 

  7. ∫ −+ 43
2

2 xx
xdx

.                     Ответ: ( ) ( ) Cxx ++−5 82 41ln  ( )1;4−≠x . 

  8. ∫ ++
+ dx

xx
x

125
1

2 .      Ответ: ( ) Cxarctgxx +
+

+++
2

15
5
2125ln

10
1 2 . 

 9. ∫ ++
+ dx
xx

x
2910

35
2 .      Ответ: ( ) Cxarctgxx +

+
−++

2
5112910ln

2
5 2 . 

10. ( )∫ − dxx 101 .                                                                 Ответ: 
( ) Cx

+
−
11

1 11

. 

11. 
( )∫ − 3031 x

dx
.                                        Ответ: ( ) Cx +− −2931

87
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠

3
1x . 

12.
( )∫ − 100

3

1x
dxx

. 

              Ответ: 
( )

−
−

− 99199
1

x ( )
−

− 98198
3

x ( )
−

− 97197
3

x ( )
C

x
+

− 96196
1 ( )1≠x . 

13. ( ) ( ) dxxx∫ −+ 82 132 .       
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                                         Ответ: ( ) ( ) ( ) Cxxx +−−−+−− 91011 1
9
25121

11
4

. 

14. ∫ +
+ dx

x
x

1
12

.                     Ответ: 
( ) Cxxx

+++−
+ 1ln22
2
1 2

( )1−≠x . 

15. ( )∫ + 222 1 xx
dx

.                Ответ: ( ) Carctgx
x

x
x

+−
+

−−
2
3

12
1

2
 ( )0≠x . 

16. 
( ) ( )∫ +−

+ dx
xx

x
31

1
3

2
 Ответ:

( ) ( ) C
x
x

xx
+

+
−

+
−

−
−

−
3
1ln

32
5

18
3

14
1

2
 ( )1;3−≠x . 

17. 
( ) ( )∫ ++ 12 2

2

xx
dxx

.                      Ответ: C
x

x +
+

++
2

41ln  ( )1;2 −−≠x . 

18. ∫ − 25 xx
dx

.        Ответ: ( ) Cxarctg
xx

x
x

+
+

+
++

−
+

3
12

3
1

1
1ln

6
11

2

2

 ( )1;0≠x . 

19. ∫ −18x
xdx

.                           Ответ: ( ) Cxarctg
x
x

+−
+
− 2

2

2

4
1

1
1ln

8
1

 ( )1±≠x . 

20. ( )∫ +
− dx

x
xx
22

3

1
2

.                                    Ответ: ( ) ( ) Cx
x

+++
+

1ln
2
1

12
3 2
2 . 

21. 
( )∫

++
22

2

22xx
dxx

.                            Ответ: ( ) Cxarctg
xx

+++
++

1
22

1
2

. 

22. 
( )∫

++

+ dx
xx

x
22 102

23 .   

               Ответ: ( ) ( ) −++
+

−
++

−
10218

1
1022

3
22 xx

x
xx

Cxarctg +
+
3

1
54
1

. 

23. 
( )∫

++

+ dx
xx

x
22 52

32 .                   Ответ: ( ) +++
−

528
7

2 xx
x Cxarctg +

+
2

1
16
1 . 

24. 
( )∫

+
32 2x

dx
.           Ответ: 

( ) ( ) Cxarctg
x

x
x

x
++

+
+

+ 264
23

232
3

28 222
. 

25. 
( )∫

+
24 1x

dx
.                          Ответ: ( ) 4

3
14 4 +

+x
x

( +
+−
++

12
12ln

24
1

2

2

xx
xx  

                                                    ( ) ( )( )1212
22

1
−+++ xarctgxarctg )+C . 
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26. ∫ +
+ dx

x
x

1
1

6

2

. Ответ: +
−

+
3

12
32

1
3
1 2

3 xarctgarctgx ( ) C
xx

x
+

+−
+

1
1ln

12
1

24

22
 

27. ∫ +
+ dx

x
x

1
1

6

4

.                                               Ответ: ( ) Cxarctgarctgx ++ 3

3
1

. 

28. ( )dx
xx

x
∫ +

−
7

7

1
1 .                        Ответ: ( ) Cxx ++−

271ln
7
1ln  ( )1;0 −≠x . 

29. ∫ −+
+ dx

xxx
x

2
2

23

2
.                       Ответ: ( )( ) C

x
xx

+
+− 21ln  ( )1;0;2−≠x . 

30. ∫ +−
+− dx

xx
xx

45
2

24

2

.             Ответ: ( ) ( )
( )( )

C
xx

xx
+

+−
−+

2

2

21
21ln

3
1 ( )2;1;1;2 −−≠x . 

31.
( )( )( )∫ −−−

++ dx
xxx

xx
421

622

.                Ответ: ( ) ( ) C
x

xx
+

−
−−
7

53

)2(
41ln ( )4;2;1≠x . 

32.
( )( )( )∫ −+−

−+ dx
xxx

xx
523212

1144 2

.Ответ: ( ) ( ) C
x

xx
+

+
−−

32
5212ln

8
1 32

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≠

2
5;

2
1;

2
3x  

33. ∫ +++
+ dx

xxx
x

6116
4

23 .  

                   Ответ: Cxxx ++++−+ 3ln
2
12ln21ln

2
3

 ( )1;2;3 −−−≠x . 

34.
( ) ( )∫ ++

++ dx
xx
xx

21
64

22

23
.  

        Ответ: ( )−++
+

−+ 2ln
3
1

1
31ln

3
1 2x

x
x Cxarctg +

23
2 ( )1−≠x . 

35. 
( )∫
+

+ dx
xx

x
221

13 .        Ответ: ( ) ( ) Carctgx
x

xxx ++
+
+

++−
2
3

12
131ln

2
1ln 2

2 . 

36. ∫ +−
+ dx
xx

x
168

1
24

5

. 

  Ответ: 
( ) +−+
−

− 2ln
32

127
216

33
2

2

x
x

x
( ) Cx
x

+++
+

2ln
32

129
216

31 , 2±≠x  

 
 



§ 4.   
 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Основной подход при интегрировании функций, содержащих переменную 
под знаком радикала, состоит в подборе рационализирующих подстановок, 
т.е. таких подстановок, которые приводят подынтегральное выражение к ра-
циональному виду. Назовём этот подход методом рационализации подынте-
грального выражения. Рассмотрим некоторые из наиболее известных классов 
интегралов от иррациональных функций.   
 
 

4.1.  Интегрирование линейных и дробно-линейных  
     иррациональностей 

      4.1.1. Интегралы вида ( )dxbaxxR n∫ +, , dx
dcx
baxxR n∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+,  

Здесь под ( )yxR ,  понимается рациональная функция двух аргументов, т.е. 
отношение двух алгебраических многочленов соответственно степеней mn, : 

( )yxR ,
( )
( )yxQ

yxP

m

n

,
,

= . При этом многочленом степени n  с двумя переменны-

ми x  и y  называется выражение вида 

 ( ) ( ) ( ) ..., 1
11

1
1100 ++++= −

−
−

−
n

n
n

n
n

n
n

nn xyayxayaxayxP   

000110
2

0211
2

20... ayaxayaxyaxa ++++++ ∑
≤+≤

=
nji

ji
ij yxa

0
,  

nji ...,2,1,0, = , где суммарная степень ji +  каждого одночлена неотрица-
тельна и не превышает n , причём среди коэффициентов 

( ) ( ) ,...,, 22110 −− nnn aaa na0  есть хотя бы один, отличный от нуля. 
      Дробно-линейной иррациональностью назовём функцию вида 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

n
dcx
baxxR , , где 1, >∈ nNn , a , b , c , d R∈  – постоянные, 

0≠− bcad , 0≠c . В случае 0=c , 0≠a  получим, в частности, линей-

ную иррациональность ( )n BAxxR +, , где 
d
aA = , 

d
bB = . 

       1. Рационализация линейных иррациональностей вида ( )n baxxR +, , 
где a  и b  – постоянные ( 0≠a , Nn∈ , 1>n ), осуществляется с помощью 

подстановки  n baxt += .  Возводя обе части этого равенства в степень n , 

получим baxt n += , откуда 
a

btx
n −

= , dtt
a
ndx n 1−= . Переходя в выра-

жении R  от переменной x  к переменной t , получим рациональное выраже-

ние ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − t
a

btR
n

, . 

      2. Аналогичным образом рационализируются выражения 

( )n mm baxxR +, , где Nnm ∈, , 1,1 >> nm . При этом используется под-

становка  n m baxt += . 
      3. Рационализация дробно-линейных иррациональностей осуществляется с 

помощью подстановки n
dcx
baxt

+
+

= . Тогда 
dcx
baxt n

+
+

= , n

n

cta
bdtx

−
−

= , 

( )
( )

dt
cta

ntbcaddx
n

n

2

1

−

−
=

−

 и для интеграла получаем  

dx
dcx
baxxR n∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+, ( )

( )∫
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
−

dt
cta

ntbcadt
cta

bdtR
n

n

n

n

2

1

, . 

     Пример 1. ∫
+ dx
x

x 9
. 

      Решение. Под знаком интеграла имеется линейная иррациональность 
9+=+ xbax , поэтому положим 9+= xt , тогда 92 −= tx , 

tdtdx 2=  и имеем: =
+

∫ dx
x

x 9
 =

−
⋅ ∫ 9

2 2

2

t
dtt

 
( )
∫ =

−
+−

⋅
9

992 2

2

t
dtt
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∫ ∫ =+
+
−

+=
−

⋅+= C
t
tt

t
dtdt

3
3ln32

9
182 2 ++ 92 x  

C
x
x

+
++
−+

+
39
39ln3 , где 0,9 ≠−≥ xx . 

      Пример 2. 
( )∫ −
⋅

+
−

2
3

22
2

x
dx

x
x

. 

    Решение. Под знаком интеграла видим дробно-линейную иррациональ-

ность 3
2
2

x
x

+
−

; согласно рекомендации применим подстановку 3
2
2

x
xt

+
−

= , 

тогда 
( )

3

3

1
12

t
tx

+
−

= , 3

3

1
42

t
tx
+

=− , 
( )

dt
t
tdx 23

2

1
12
+

−
= . Подставляя в инте-

грал, получим  

( )∫ −
⋅

+
−

2
3

22
2

x
dx

x
x

=+=⋅−= ∫ C
tt

dt
23 8

3
4
3 C

x
x

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

⋅ 3

2

2
2

8
3

  

( )2±≠x . 
 
 

4.1.2. Интегралы вида  

   dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR k

k

q
p

q
p

q
p

∫ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,,, 2

2

1

1

 

      Интегралы указанного вида, где R  – рациональная функция своих аргу-

ментов, показатели степеней 
i

i

q
p

 ( )NqZp ii ∈∈ , , ki ,...,2,1= , – несокра-

тимые дроби, находятся с помощью рационализирующей подстановки  

n
dcx
baxt

+
+

= , где  ( )kqqqНОКn ,...,, 21= .  

Тогда найдутся  такие натуральные klll ,...,, 21 , что 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=⋅

=⋅
=⋅

nlq

nlq
nlq

kk

...............
22

11

. Выражаем 
act
bdtx n

n

−
−

−= , 
( )

( )
dt

act
bcadntdx

n

n

2

1

−

−
=

−

 и в резуль-

тате приходим к следующему интегралу от рациональной функции: 

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

∫ dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR k

k

q
p

q
p

q
p

,...,,, 2

2

1

1

 

( )
( )

dt
act

bcadntlptlptlpt
act
bdtR

n

n

n

n
kk∫

−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=
−

2

1

,...,,, 2211 . 

       Пример 1. ( )∫ + 31 xx
dx

. 

      Решение. Интеграл является интегралом рассматриваемого типа, где 

1== da , 0== cb , 
2
1

1

1 =
q
p

,  
3
1

2

2 =
q
p

. Общий знаменатель этих дробей 

равен 6, поэтому применяем подстановку 6 xt = , в результате освобождаясь 
от обоих радикалов. С помощью этой рационализирующей подстановки инте-
грал от иррациональной функции оказывается сведённым к интегралу от ра-
циональной функции. Имеем 6tx = , dttdx 56= , 3tx = , 23 tx = , тогда   

( ) =+∫ 31 xx
dx

∫ =
+ 2

2

1
6

t
dtt

 

( )
∫ =

+
−+

= 2

2

1
116

t
t ( ) =+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−∫ ∫ Carctgtt

t
dtdt 6

1
6 2  

( ) Cxarctgx +−= 666 ( )0>x . 

     Пример 2. ( )∫ +
++ dx
xx

xxx
3

63 2

1
. 

     Решение. Этот интеграл также относится к интегралам указанного вида, 

причём 1== da , 0== cb , 
3
2

1

1 =
q
p

,  
6
1

2

2 =
q
p

, 
3
1

3

3 =
q
p

. Общий знаме-

натель всех дробей равен 6, поэтому, аналогично предыдущему примеру, 
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применяем подстановку 6 xt = . Тогда 6tx = , dttdx 56= , 23 tx = ,  

43 2 tx = . Следовательно, ( ) =
+

++
∫ dx

xx
xxx

3

63 2

1
 

( )
∫ ∫ =

+
++

⋅=
+

++
⋅= dt

t
ttdt

t
tt

2

23

2

35

1
116

1
16 ∫ ∫ =

+
+ 2

3

1
66

t
dtdtt  

( ) =++= Ctarctgt 64
2
3  ( ) Cxarctgx +⋅+⋅ 63 2

2
3 6 ( )0>x . 

 
 
4.2.  Интегрирование квадратичных иррациональностей   
      Рассмотрим основные приёмы вычисления интегралов от квадратичных 
иррациональностей, т.е. интегралов вида 

( )∫ ++ dxcbxaxxR 2, ,  

где R  – рациональная функция своих аргументов, cba ,,  – некоторые по-
стоянные, 0≠a . При этом будем дополнительно считать, что квадратный 
трёхчлен cbxax ++2  не имеет кратного корня, т.е. не представим в виде 

( )2
1xxa − , иначе корень из этого выражения является рациональным. Обра-

тимся вначале к некоторым важным частным случаям. 
 

 4.2.1. Интегралы  вида ∫ ++ dxcbxax 2   

      Интегралы указанного вида выделением полного квадрата под знаком 
радикала приводятся к одному из двух типов интегралов  

                                  ∫ − dttA 22     или ∫ + dtAt 2 . 

Действительно, выделив полный квадрат, получим 

                   =⋅++∫ dxcbxax 2 =⋅++∫ dxcx
a
bxa )( 2  

∫ ⋅+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += dxc

a
b

a
bxa

42

22

.  

Далее, если 0>a , то подстановкой 
a

bxt
2

+=  интеграл приводится к виду 
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∫ + dtAt 2  (с точностью до коэффициента); если же 0<a  и 0
4

2

>−
a

bc , 

аналогичной подстановкой получаем интеграл вида ∫ − dttA 22 . Вычис-

лим эти интегралы. 

      1. ∫ − dttA 22 . Положим dtdvtAu =−= ,22 , откуда 

 
22 tA

tdtdu
−

−= , tv = . Интегрируя по частям,  получаем  

=−∫ dttA 22 =
−

−
−− ∫ 22

2
22

tA
dtttAt −− 22 tAt   

=
−

−−
− ∫ dt

tA
AtA
22

222

∫ +−−−
A
tAdttAtAt arcsin22222 .  

Выражая из полученного равенства искомый интеграл, находим окончатель-
но:  

           ∫ − dttA 22 = +− 22

2
tAt

A
tA arcsin

2

2

+ C  ( )At ≤ . 

      2. ∫ + dtAt 2 . Положим dtdvAtu =+= ,2 .  

Интегрируя по частям, получаем 

=I ∫ + dtAt 2 = −+ Att 2 ∫
+ At

dtt
2

2

= −+ Att 2     

   ∫ =
+

−+
− dt

At
AAt

2

2

IAttAAtt +++++ 22 ln .  

Отсюда находим окончательно, выражая I : 

=+∫ dtAt 2 CAttAAtt
+++++ 22 ln

22
 ( )02 ≥+ At . 

Другие способы вычисления интегралов ∫ − dttA 22  и ∫ + dtAt 2  рас-

сматриваются в п.4.2.11-п.4.2.13. 

     Замечание. Если в квадратном трёхчлене cbxax ++2  выделить полный 

квадрат ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

a
bc

a
bxa

42

22

 и положить 
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 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

−
=

a
bx

abc
at

24/2 , то интеграл ( )∫ ++ dxcbxaxxR 2,  при-

водится к одному из следующих трёх видов: 

( )∫ − dtttR 2
1 1, , ( )∫ − dtttR 1, 2

2 , ( )∫ + dtttR 2
3 1, . 

      Пример 1. ∫ ++ dxxx 2582 . 

      Решение.  

∫ ++ dxxx 2582 ( )∫ =+++= dxxx 91682 ( )∫ =++ dxx 94 2  

( ) ( )∫ +++= 494 2 xdx +++
+

= 258
2

4 2 xxx
 

+ Cxxx +++++ 2584ln
2
9 2 . 

      Пример 2. ∫ ++− dxxx 822 . 

      Решение. ∫ ++− dxxx 822 ( )∫ =+−−= dxxx 822  

( )∫ =+−−−= dxx 81)1( 2 ( )∫ =−− dxx 219  

Cxxxx
+

−
+++−

−
=

3
1arcsin

2
982

2
1 2  [ ]( )4,2−∈x . 

 

      4.2.2. Интегралы  вида ( )∫ +++ dxcbxaxBAx 2  

      Интегралы данного вида вычисляются выделением в выражении BAx +  
производной bax +2  от подкоренного выражения с последующим разбие-
нием в сумму двух табличных интегралов: 

( ) =+++∫ dxcbxaxBAx 2  

( )∫ =++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++= dxcbxax

a
AbBbax

a
A 2

2
2

2
 

( )cbxaxdcbxax
a

A
++++= ∫ 22

2 ∫ =++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ dxcbxax

a
AbB 2

2
  

( ) +++=
32

3
cbxax

a
A I

a
AbB ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
, где интеграл I  после выделения 
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под корнем полного квадрата и замены 
a

bxt
2

+=  сводится к одному из 

следующих интегралов (см. п.4.2.1):  

=+∫ dtkt 2 Ckttkktt
+++++ 22 ln

22
 

или  

=−∫ dttk 22 +− 22

2
tkt

k
tk arcsin

2

2

+ C . 

      Пример. ( )∫ +++ dxxxx 172 2 . 

      Решение. ( ) =++++∫ dxxxx 16)12( 2 ( ) ++++∫ dxxxx 112 2   

+ =++∫ dxxx 16 2 ( )∫ +++++ 11 22 xxdxx  

+ =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫ dxx

4
3

2
16

2

( ) +++
32 1

3
2 xx  

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++++++ Cxxxxxx 1

2
1ln

8
31)

4
1

2
(6 22  

= ( ) +++
32 1

3
2 xx +++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 1

2
13 2 xxx

 

Cxxx ++++++ 1
2
1ln

4
9 2 . 

 

      4.2.3. Интегралы вида ∫
++ cbxax

dx
2

 

      Интегралы указанного вида путём выделения полного квадрата из квад-
ратного трёхчлена cbxax ++2  под знаком радикала приводятся к таблич-
ным интегралам  

C
A
x

xA
dx

+=
−

∫ arcsin
22

 или ∫ +++=
+

CAxx
Ax

dx 2

2
ln . 

      Пример 1. ∫
−+− 143 2 xx

dx
. 

      Решение. Выделяя полный квадрат по переменной x , преобразуем инте-
грал к виду 
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( )
( )∫ =
−−

−
23291

32
3

1

x

xd
=+

− Cx
31

32arcsin
3

1

( ) Cx +−= 23arcsin
3

1
 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 1,

3
1x . 

      Пример 2. ∫
++ 522 xx

dx
. 

      Решение. Выделяя полный квадрат по переменной x , преобразуем квад-

ратный трёхчлен к виду ( ) 41 2 ++x . В результате приходим к интегралу  
( )

( )∫ +++++=
++

+ Cxxx
x

xd 521ln
41

1 2

2
. 

 

      4.2.4. Интегралы вида  ∫
++

+

cbxax
dxBAx

2

)(
 

      Интегралы указанного вида чаще всего вычисляются выделением в чис-
лителе дроби производной от подкоренного выражения: 

 =
++

+
∫ cbxax

dxBAx
2

)( ( )
∫ =

++

−++
dx

cbxax
a

AbBbax
a

A

2

2
2

2   

=
( )

∫ +
++

++
⋅

cbxax

cbxaxd
a
A

2

2

2 ∫
++

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

cbxax
dx

a
AbB

22
. 

      Пример 1. ∫
++

− dx
xx

x
182

35
2

. 

      Решение. Выделим в числителе производную подкоренного выражения: 

=
++

−
∫ dx

xx
x

182
35

2

( )
∫ =

++

−+
dx

xx

x

182

1384
4
5

2 ∫ −
++

+ dx
xx

x
182

84
4
5

2

∫ =
++

−
182

13
2 xx
dx

∫ =
++

−++
2142

13182
2
5

2

2

xx
dxxx   

 −++= 182
2
5 2 xx  Cxxx +++++

2
142ln

2
13 2 ,  
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где ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−−∉

2
142,

2
142x . 

      Пример 2. ∫
−+−

+ dx
xx

x
86

43
2

. 

      Решение. Выделим в числителе производную подкоренного выражения: 

=
−+−

+
∫ dx

xx
x

86
43

2

( )
∫ =

−+−

++−⋅− dx
xx

x

86

136223
2

 

∫ +
−+−

+−
−= dx

xx
x

86
62

2
3

2 ( )∫ =
−− 231

13
x

dx
 

( ) Cxxx +−+−+−−= 3arcsin13863 2  ( )( )4,2∈x . 
 

      4.2.5. Интегралы вида   
( )

∫
++ cbxax

dxxPn

2
 

      Интегралы данного вида, где ( )xPn  – алгебраический многочлен n -й 
степени, находятся с помощью тождества 

      
( )

=
++

∫ cbxax

dxxPn

2
( ) ∫

++
+++−

cbxax
dxcbxaxxQn 2

2
1 λ ,      ( )1  

где ( )xQn 1−  – многочлен ( )1−n -й степени с неопределёнными коэффици-

ентами, λ  – ещё один неопределённый коэффициент. Дифференцируя это 

тождество и умножая на cbxax ++2 , получим равенство двух многочле-
нов: 

( ) ( )( ) ( )( ) λ+++++′= −− baxxQcbxaxxQxP nnn 2
2
1

1
2

1 , 

из которого методом неопределённых коэффициентов можно определить ко-
эффициенты многочлена ( )xQn 1−  и число λ . 

      Пример. 
( )

∫
++

−

1

2
2

3

xx

dxx
. 

      Решение. Воспользуемся формулой ( )1 : 
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( )
=

++

−
∫ 1

2
2

3

xx
dxx ( ) ∫

++
+++++

1
1

2

22

xx
dxxxcbxax λ . 

Дифференцируя это тождество, имеем 

     =
++

−

1

2
2

3

xx

x ( ) ++++ 12 2 xxbax ( )( )
+

++

+++

12

12
2

2

xx

xcbxax
 

12 ++
+

xx
λ

, откуда, умножая на 12 2 ++ xx , получим 

( ) ( )( )++++=− 12422 23 xxbaxx ( )( ) λ2122 ++++ xcbxax . 
Для нахождения неопределённых коэффициентов cba ,,  и λ  имеем систему 

уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

++=−
+++=
+++=

+=

λ224
2240
2240

242

cb
cbba
baba

aa

, откуда определяем 
3
1

=a , 
12
5

−=b , 

24
1

−=c , 
16
25

−=λ . Следовательно, 
( )

=
++

−
∫ 1

2
2

3

xx

dxx
 

−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 1

24
1

12
5

3
1 22 xxxx ∫ =

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4
3

2
116

25
2

x

dx
 

−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 1

24
1

12
5

3
1 22 xxxx Cxxx +++++ 1

2
1ln

16
25 2 . 

 

      4.2.6. Интегралы вида  
( )∫

++− cbxaxx
dx

n 2α
 ( )Nn∈  

      Интегралы вида 
( )∫

++− cbxaxx
dx

2α
 ( )1=n  берутся с помощью 

подстановки 
α−

=
x

t 1
. В результате они приводятся к интегралам типа 

∫
++ CBtAt

dt
2

. Интегралы вида 
( )∫

++− cbxaxx
dx

n 2α
 также вычисля-
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ются с помощью замены 
α−

=
x

t 1
. Тогда α+=

t
x 1

, 2t
dtdx −= ,  

 
( ) ( )

2

22
2 2

t
atbatcba

cbxax
+++++

=++
ααα

 и получаем, что  

( )∫
++− cbxaxx

dx
n 2α ( ) ( )∫

+++++
−=

−

atbatcba
dtt n

ααα 222

1

  

(т.е. интеграл сводится к интегралу предыдущего типа п.4.2.5). 

      Пример 1. ∫
+− 125 2 xxx

dx
. 

      Решение. Положим 
x

t 1
= , тогда 

t
x 1
= , 2t

dtdx −=  и, подставляя в инте-

грал, получим  (при 0>t , см. замечание в п.4.2.13): 

∫
+− 125 2 xxx

dx
∫

+−
−=

1251
2

2

ttt

t
dt

∫ =
+−

−=
522 tt

dt
 

=++−+−−= Cttt 521ln 2 =++−+−− C
xxx

52111ln 2  

= C
x

xxx
+

+−+−
−

1251ln
2

 ( )0>x . 

      Пример 2. 
( )

( )∫
+++

+

331
23

2 xxx
dxx

. 

      Решение. Разобьём интеграл на сумму двух интегралов: 

( )
( )∫

+++

+

331
23

2 xxx
dxx ( )

( )∫ =
+++

−+
= dx

xxx
x

331
113

2
 

( )
=

+++
−

++
= ∫ ∫ 33133

3
22 xxx

dx
xx

dx
213 II +⋅ .  

Вычислим каждый из интегралов 1I  и 2I . 
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1I = 1
2 33

2
3ln Cxxx +++++ ;  

в интеграле 2I  положим 
1

1
+

=
x

t   ( )0>t :  

 =2I ∫ =

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 3113111 2

2

ttt

t
dt

∫ =
++ 12 tt

dt
 

2
2 1

2
1ln Cttt +++++= .  

Окончательно имеем 
( )

( )
=

+++

+
∫ 331

23
2 xxx

dxx
3 +++++ 33

2
3ln 2 xxx  

C
x

xx
x

+
+

++
++

+
+

1
33

2
1

1
1ln

2

 ( )01 >+x . 

      Пример 3. 
( )∫

++− 131 23 xxx
dx

. 

      Решение. Положим 
1

1
−

=
x

t , тогда 
t

x 11+= , dt
t

dx 2

1
−=  и в резуль-

тате перехода к новой переменной приходим при 0>t  к интегралу 

=I ∫
++

−
155 2

2

tt
dtt

. Далее воспользуемся формулой ( )1 : 

( ) ∫∫
++

++++=
++ 155

155
155 2

2

2

2

tt
dtttBAt

tt
dtt λ . 

Дифференцируя это тождество, получаем 
( )( )

+
++

++
+++=

++ 1552
510155

155 2

2

2

2

tt
tBAtttA

tt
t

155 2 ++ tt
λ

. 

Умножим полученное тождество на 1552 2 ++⋅ tt : 

( ) ( ) ( )λ2521015202 22 +++++= BABAtAtt . 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t , получаем систему  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
+=

=

,2520
10150

202

λBA
BA

A
 

откуда находим 
10
1

=A , 
20
3

−=B , 
40
11

=λ . Далее,  

( )
( )∫ ∫ =

−+

+
⋅=

++ 20121

21
5

1
155 22 t

td

tt
dt

 

Cttt +++++=
5
1

2
1ln

5
1 2 .  

Окончательно имеем 

=I
540

11155
10
3

10
1 2 −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− ttt Cttt +++++

5
1

2
1ln 2 ,  

где 
1

1
−

=
x

t , или =I
( )

−++
−
− 13

120
53 2

2 xx
x
x

 

( ) C
x

xxx
+

−
++++

−
1

13251ln
540

11 2

 ( )1>x . 

 

      4.2.7.  Интегралы вида 
( )∫

+⋅+ cbxax
dx

n 22
 ( )Zn∈   

      Интегралы этого типа при 0≠bc  вычисляются подстановкой 

( ) =′+= cbxt 2

cbx

bx

+2
. Тогда ( )2

2
2

tbb
ctx
−

= , 
( )22 bt

ctdtxdx
−

=  и, 

умножая и деля подынтегральную дробь на 2bx , получим 

( )∫
+⋅+ cbxax

dx
n 22 ( )

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
= ∫ xdx

cbx
bx

axxb n 222

11
 

( ) ( )
( )∫

−
⋅⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= 22

2

2

2

2

11
bt

ctdtt

a
tbb

ct
tbb

ctb n . 
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      Пример.  
( )∫

++ 21 22 xx
dx

. 

      Решение. Положим ( )
2

2
2

2

+
=

′
+=

x
xxt , тогда 2

2
2

1
2

t
tx
−

= , 

2

2
2

1
11

t
tx
−
+

=+ , 
( )221

2
t

tdtxdx
−

= . Для удобства преобразований умножим и 

разделим подынтегральное выражение на 2x :  

( )∫
++ 21 22 xx

dx
( )∫ =

+⋅⋅+

⋅
=

12 222 xxx
xdxx ( )

∫ =

−
+

⋅
−

−
⋅

2

2

2

2

22

1
1

1
2

1
2

t
t

t
t

t
tdtt

 

C
x

xarctgCarctgt
t

dt
+

+
=+=

+
= ∫ 21 22 . 

 

      4.2.8.  Интегралы вида 
( )∫

+⋅+ cbxax
xdx
n 22

 ( )Zn∈   

      Интегралы данного вида при 0≠bc  рационализируются подстановкой 

cbxt += 2 . Тогда 
b

ctx −
=

2
2 , 

b
tdtxdx =  и интеграл преобразуется к 

виду  

( )∫
+⋅+ cbxax

xdx
n 22 ∫

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

ta
b

ct

tdt
b n2

1
. 

      Пример.  
( )∫

++ 21 22 xx
xdx

. 

      Решение. Положим 22 += xt , тогда 222 −= tx , tdtxdx =  и  при-
ходим к интегралу 

                     ∫ =+
+
−

=
−

C
t
t

t
dt

1
1ln

2
1

12 C
x
x

+
++

−+

12
12ln

2
1

2

2

. 
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      4.2.9.  Интегралы вида   
( )∫

++++

+

cbxaxqpxx
dxBAx

n 22

)(
 ( )Nn∈  

      Здесь считается, что 042 <− qp , т.е квадратный трёхчлен qpxx ++2  
не имеет действительных корней. 
      Предположим вначале, что ( )qpxxacbxax ++=++ 22 . Тогда 

( )
=

++++

+
∫ cbxaxqpxx

dxBAx
n 22

)( ( )

( )
∫

+
++

+

2
1

2

11

nqpxx

dxBxA
. 

Поскольку ( )
2

2
2

1
1

1
11

pA
Bpx

A
BxA −++=+ , то 

( )

( )
=

++

+
∫

+
2
1

2

11

nqpxx

dxBxA ( )
( )
∫ +

++

++
⋅

+
2
1

2

2

1
nqpxx

qpxxdC
( )
∫

+
++

⋅
2
1

2
1

nqpxx

dxD . 

Первый из полученных интегралов табличный. Для вычисления интеграла   

                                                   

( )
∫

+
++ 2

1
2 nqpxx

dx
                                         ( )1  

применяется подстановка Абеля: ( )′++= qpxxt 2 . 

      В общем случае, когда отношение трёхчленов cbxax ++2  и 
qpxx ++2  непостоянно, в интеграле 

                                  
( )∫

++++

+

cbxaxqpxx
dxBAx

n 22

)(
  

делают замену переменной интегрирования так, чтобы во вновь полученных 
трёхчленах одновременно исчезли члены с первой степенью. Это достигается, 

например, с помощью дробно-линейной подстановки 
1+

+
=

t
tx βα

, если 

a
bp ≠ , и 

2
ptx −= , если 

a
bp = . 

      В результате получаем интеграл  

                                                  
( )∫

++

+ dt
rtt

NMt
n 22 δλ

,                                 ( )2  

для вычисления которого представим его в виде суммы 
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( )∫ +
++ rtt

Mtdt
n 22 δλ ( )∫

++
⋅

rtt
dtN n 22 δλ

. 

К первому из этих интегралов применяем подстановку rtu += 2δ , а ко 

второму – подстановку ( )′+= rtv 2δ  (см. п.4.2.7–п.4.2.8). 

      Пример 1. 
( )∫

−+++ 11 22 xxxx
dx

. 

      Решение. 1-й способ. Выделяя полный квадрат, перепишем интеграл в 

виде 
( )∫

−+++ 11 22 xxxx
dx

=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= ∫
4
5

2
1

4
3

2
1 22

xx

dx
 

∫
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

1
5

12
5
3

5
12

8
55

22
xx

dx
. Положим 

5
12 +

=
xt , тогда 

dxdt 25 =  и, значит, приходим к интегралу ∫
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 1

5
35

4
22 tt

dt . Поло-

жим теперь 
u

t
sin

1
= , откуда u

t
sin1

= , udu
t
dt cos2 =− .  Поэтому  

∫
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 1

5
35

4
22 tt

dt =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−= ∫
uu

uduu

cossin
5
31

sincos
5
4

2

=
−

− ∫
u

udu
2cos

5
3

5
8

sin
5
4

 

=
−

= ∫
u

ud
2cos

3
8

)(cos
3
4 C

u
u
+

−
+

cos38
cos38ln

6
1

, где 
12

5arcsin
+

=
x

u .  

Окончательно получим при ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−∉ 15

2
1,51

2
1x : 

( )
=

−+++
∫ 11 22 xxxx

dx ( ) ( )
( ) ( )

C
xxx

xxx
+

−+−+

−+++

13212

13212
ln

6
1

2

2

. 
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      2-й способ. Вычислим этот же интеграл без применения тригонометриче-

ских подстановок. Полагая 
2
1

+= xy , сразу приходим к интегралу (см. 

п.4.2.7) ∫
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4
5

4
3 22 yy

dy , который рационализируется подстановкой  

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

4
52yt  

4
52 −y

y
откуда 2

2 1
4
5 t

dt

y

dy
−

=
−

.  

Подставляя в интеграл, имеем 

∫ +
−
+

=
−

C
t
t

t

dt
83
83ln

6
1

2
4
3 2

, где 
12

12
2 −+

+
=

xx
xt ,  

и окончательно получаем при ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−∉ 15

2
1,51

2
1x  

( )∫
−+++ 11 22 xxxx

dx ( ) ( )
( ) ( )

C
xxx

xxx
+

−+−+

−+++
=

13212

13212
ln

6
1

2

2

. 

     Пример 2. 
( )∫

++
52 2xx

dx
. 

     Решение. Это интеграл вида ( )1 , воспользуемся для его вычисления под-

становкой Абеля, положив ( )
22

122
2

2

++

+
=

′
++=

xx
xxxt . Тогда  

( ) ( ) 72414424 2222 −++=++=++ xxxxxxt , 

откуда 
44

72 2
2

−
−

=++
t

xx . Дифференцируя равенство =++ 22 xxt  

2
1

+= x  с использованием в его левой части правила ( ) udvvduuvd += , 

имеем  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++

2
122 xdxxtd , 
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( ) dx
xx
dxxtdtxx =
++

+
⋅+⋅++

22
122

2

2 , 

dxdxtdtxx =+⋅++ 22 2 , 
откуда получаем требуемое соотношение, связывающее дифференциалы 
«старой» и «новой» переменных интегрирования: 

22 12 t
dt

xx
dx

−
=

++
. 

Подставляя в интеграл, получим 

( )∫
++

52 2xx

dx
( )∫ =

++++
= 222 22 xxxx

dx
 

( )
∫ =

−
⋅

−
= 2

22

149
44

t
dtt ( )∫ =− dtt 21

49
16

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− Ctt

349
16 3

 

C
xx

x
xx

x
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++

+
−

++

+
=

3

22 2
12

24
1

22
12

49
16

. 

      Пример 3. 
( )

( )∫
++

+

21
2

22 xx
dxx

. 

      Решение. Это интеграл вида ( )2 . Разобьём его на два интеграла 
( )

( )∫
++

+

21
2

22 xx
dxx

( )
+

++
= ∫ 21 22 xx

xdx
( )∫ =

++ 21
2

22 xx
dx

21 II + .  

Положив в первом из интегралов 2xu = , а затем 2+= uz , получим  

( ) ( )∫ ∫ =
−

=
++

=
1212

1
21 z
dz

uu
duI  

                          C
x
xC

z
z

+
++

−+
=+

+
−

=
12
12ln

2
1

1
1ln

2
1

2

2

. 

      Для вычисления второго интеграла положим ( ) =′+= 22xt  

22 +
=

x
x

 Тогда 2

2
2

1
2

t
tx
−

= , 2

2
2

1
11

t
tx
−
+

=+ , 
( )221

2
t

tdtxdx
−

=  и, под-

ставляя в интеграл, получим 
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( )∫ =
++

=
21

2
222

xx
dxI

( )∫ =
++ 21

)(2
222 xxx

xdxx ( )
∫ =

−
+

⋅
−

−
⋅

2

2

2

2

22

1
1

1
2

1
22

t
t

t
t

t
tdtt

 

Carctgt
t

dt
+=

+
= ∫ 2

1
2
2 C

x
xarctg +
+

=
2

2
2

. 

Окончательно, 

( )
( )∫

++

+

21
2

22 xx
dxx = +

++

−+

12
12ln

2
1

2

2

x
x C

x
xarctg +
+ 2

2
2

. 

      Замечание. Интеграл 
( )∫

++ 21 22 xx
dx

 на промежутке 0>x  ( )0<x  

заменой 2

1
x

u =  приводится к виду 
( )∫ ++

−
uu

du
211

. 

      Пример 4. 
( )

dx
xxx

x
∫

++−

−

11
1311

22
. 

      Решение. Так как отношение трёхчленов 12 +− xx  и 12 +x  не является 
константой, то приведём этот интеграл к виду ( )2  дробно-линейной подста-

новкой 
1+

+
=

t
tx βα

. Найдём коэффициенты α  и β . Имеем 

=+− 12 xx ( )( )
( )2

2222

1
1212

+
+++++−++

t
tttttt βαβαβα

. 

Приравнивая к нулю коэффициент при t  в числителе этой дроби, получаем 
соотношением между α  и β : 

022 =+−− βααβ . 
Поскольку 

=+12x
( )2

2222

1
122

+
+++++

t
tttt βαβα

, 

то, приравнивая к нулю коэффициент при  t  в числителе этой дроби, получа-
ем ещё одно соотношением между α  и β :  

022 =+αβ . 
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Решая систему 
⎩
⎨
⎧

=+
=+−−

022
022

αβ
βααβ

, находим 
⎩
⎨
⎧

−=
=

1
1

β
α

. Следовательно, 

в данном интеграле надо делать замену 
1
1

+
−

=
t
tx . Тогда имеем 

12 +− xx
( )2

2

1
3

+
+

=
t
t

, 12 +x
( )2

2

1
22

+
+

=
t
t

, 
1
2421311

+
+

−=−
t
tx , 

( )21
2
+

=
t

dtdx , и, подставляя в интеграл, получаем его в виде ( )2  

 
( )

dx
xxx

x
∫

++−

−

11
1311

22

( )
( )∫

++

+
−=

13
1222

22 tt
dtt

. 

Далее, имеем 

( )
( )

=
+
+

=
++

∫∫ 3
1

13 2

2

22 t
td

tt
tdt

 ∫ =+=
+

Cuarctg
u

du
22

1
22   

Ctarctg +
+

=
2

1
2

1 2

.  

      Для вычисления интеграла 
( )∫

++ 13 22 tt
dt

 сделаем подстановку 

( )′+= 12tz . Имеем 
11 22

+
=

− t
dt

z
dz

,    

                    2

2
2

1
233
z
zt

−
−

=+  и тогда 
( )

=
++

∫ 13 22 tt
dt

 

∫ =+
−
+

=
−

= C
z
z

z
dz

23
23ln

62
1

23 2 C
tt
tt
+

−+

++

233
233ln

62
1

2

2
. 

Окончательно, 

( )
=

++−

−
∫ dx

xxx
x

11
1311

22
−

+
−

2
12

2tarctg  

C
tt
tt
+

−+

++
⋅−

233
233ln34

2

2

, где 
x

xt
−
+

=
1

1
. 
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4.2.10. Интегралы вида   
( )

∫
++ cbxax

dxxR
2

 

      Здесь ( ) =xR
( )
( )xQ
xT

m

k  – рациональная функция, ( )xTk  и ( )xQm  – целые 

алгебраические многочлены соответственно степеней k  и m . Выделяя при 
mk ≥  из рациональной дроби ( )xR  целую часть – многочлен ( )xS : 

( ) =xR ( )xS mk− +
( )
( )xQ
xP

m

n , mn < , 

и раскладывая полученную правильную дробь 
( )
( )xQ
xP

m

n  в сумму простейших 

дробей, получаем, что интегрирование функций 
( )

cbxax
xR

++2
 приводится 

к вычислению рассмотренных выше интегралов трёх типов: 

                                       А) 
( )

∫
++ cbxax

dxxPn

2
, 

                                       Б) 
( )∫

++− cbxaxx
dx

n 2α
, 

                                       С) 
( )∫

++++

+

cbxaxqpxx
dxBAx

n 22

)(
,  

где квадратный трёхчлен qpxx ++2  не имеет действительных корней. 

      Пример 1. 
( )

( )∫
++

+

21
2

22 xx
dxx

. Решение. См. пример 3 из п.4.2.9. 

      Пример 2. 
( )∫

++

−++ dx
xx

xxx
11
74

23

34

. 

      Решение. Выделяя из дроби 
1

74
3

34

+
−++

x
xxx

 целую часть, имеем 

 
1

74
3

34

+
−++

x
xxx

1
831 3 +

−
++=

x
xx . 
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Разложим дробь 
1
83

3 +
−

x
x

 в сумму простейших дробей: 

=
+
−

1
83

3x
x

11 2 +−
+

+
+ xx

CBx
x

A
, 

откуда ( ) ( )( )1183 2 ++++−=− xCBxxxAx . Полагая в этом равенстве 

1−=x , находим 
3

11
−=A . Приравнивая коэффициенты при 2x  и свобод-

ные члены, получаем ещё два равенства 0=+ BA  и 8−=+CA , откуда 

определяем 
3

11
=B , 

3
13

−=C . Следовательно, 

( )
=

++

−++
∫ dx

xx
xxx

11
74

23

34 ( )
∫ −

+

+

1
1

2x
dxx

( )∫ +
++ 113

11
2xx

dx

 
( )

( )∫
++−

−
+

11
1311

3
1

22 xxx
dxx

.  

Здесь  
( ) Cxxx

x
dxx

+++++=
+

+
∫ 1ln1

1
1 22

2
. 

      Для второго интеграла при 01 >+x  положим 
1

1
+

=
x

t : 

( )
=

++
− ∫ 113

11
2xx

dx
=

+−
∫ 22213

11
tt

dt
 

( )
C

xxx
+

+
+

+
−+−

+
= 21

2
1

21
2
1

1
1ln

23
11

. 

      Третий интеграл был вычислен выше в примере 4 п.4.2.9. 

Таким образом, 
( )

=
++

−++
∫ dx

xx
xxx

11
74

23

34

+++++ 1ln1 22 xxx  

                     
( )

−
+

+
+

−+−
+

+ 21
2

1
21

2
1

1
1ln

23
11

xxx
 

            
( )

−
−
+

− 2

2

1
1

3
2

x
xarctg

( ) ( )
( ) ( )

C
xx

xx
+

+−+

+++

1216

1216
ln

3
4

2

2

. 
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4.2.11. Интегралы вида   

( )∫ − dxxaxR 22, , ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
− dx

xa
xaxR , , ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+ dx

xa
xaxR ,  

      Рассмотрим вычисление этих интегралов с помощью тригонометрических 
и гиперболических подстановок. 

      1. Рационализацию подынтегрального выражения ( )22, xaxR − , 
0>a , можно проводить с помощью тригонометрической подстановки 

tax sin= , где ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
,

2
ππt . При этом если t  «пробегает» отрезок 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
,

2
ππ

, то переменная x , соответственно, «пробегает» отрезок [ ]aa,− , 

что отвечает ОДЗ интеграла. Тогда =⋅=− taxa cos22 ta cos⋅ , так как 

на промежутке ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
,

2
ππt  косинус принимает неотрицательные значе-

ния. При этом алгебраическое иррациональное выражение ( )22, xaxR −  
преобразуется к виду тригонометрического рационального выражения 

( )tataR cos,sin . В случае ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

xa
xaxR ,  имеем, с учётом ОДЗ,  

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛−∈

2
,

2
ππt , а в случае ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

xa
xaxR , , соответственно, ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈

2
,

2
ππt . 

      2. Также в этом случае можно было сделать подстановку tax cos= , где 

[ ]π,0∈t , и тогда вместо иррациональной функции ( )22, xaxR −  полу-

чили бы рациональную тригонометрическую функцию ( )tataR sin,cos . 

      Пример 1. ∫ − dxxa 22  ( )0>a . 

      Решение. Сделаем тригонометрическую подстановку tax sin= . По-

скольку по ОДЗ [ ]aax ,−∈ , то положим ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
,

2
ππt . Тогда   

tataxa coscos22 ==− , tdtadx cos=  и получаем    
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=−∫ dxxa 22 =
+

=∫ ∫ dttatdta
2

2cos1cos 222  

( ) Cttddta
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∫ ∫ 22cos

2
1

2

2

= =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + Ctta 2sin

2
1

2

2

 

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= C

a
x

a
x

a
xa arcsincosarcsinsinarcsin

2

2

a
xa arcsin

2

2

+ 

Cxax
+−+ 22

2
 ( )ax ≤ . 

      Замечание. Можно было воспользоваться подстановкой tax cos= , 
[ ]π,0∈t . 

      Пример 2. ∫ −
+ dx

xa
xa

 ( )0>a . 

  Решение. 1-й способ. Положим tax sin= , где ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈

2
,

2
ππt . Тогда 

tdtadx cos=  и приходим к интегралу  

∫ =
−
+ tdt

t
ta cos

sin1
sin1

∫ =
+⋅−
+⋅+ tdt

tt
tta cos

sin1sin1
sin1sin1

 

( )
∫ =

+
= dt

t
tta

cos
cossin1 ( ) ( )∫ =+−=+ Cttadtta cossin1  

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= C

a
x

a
xa arcsincosarcsin −⋅

a
xa arcsin  

C
a
xa +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−

2

1 Cxa
a
xa +−−⋅= 22arcsin  ( )axa <≤− . 

      2-й способ. Для сравнения решим задачу с помощью подстановки 

tax 2cos= , где ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈

2
,

2
2 ππt . Тогда tdtadx 2sin2−= ,     

         
a
xt arccos2 = , =

−
+

=
−
+

t
t

xa
xa

2cos1
2cos1

==
t
t

t
t

sin
cos

sin2
cos2

2

2
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( ) ==
t
tt

sin
cossinsgn

t
tt

sin
cossgn , и, следовательно, 

∫ −
+ dx

xa
xa

= ∫ =− tdtta 2cossgn4 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− Cttta 2sin

4
1

2
sgn4

=+−− Ctata 2sin2 =+−− C
a
xa

a
xa arccossinarccos  

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⋅−= C

a
xa

a
xa

2

1arccos −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−

a
xa arcsin

2
π

 

=+−− Cxa 22 aCxa
a
xa

2
arcsin 22 π

−+−−⋅ . 

 

      4.2.12.  Интегралы вида  ( )∫ + dxxaxR 22,  

      1. Для рационализации выражений вида ( )22, xaxR +  применяют три-

гонометрическую подстановку tgtax ⋅= , где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
,

2
ππt . При этом ко-

гда переменная t  «пробегает» указанный интервал ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
ππ

 в направлении 

от 
2
π

−  до 
2
π

, то переменная x  один раз «пробегает» всё множество дейст-

вительных чисел от ∞−  до ∞+  (взаимно однозначная замена переменной). 

В этом случае для корня 22 xa +  получаем: 

=+ 22 xa ttgaa 222 ⋅+ =⋅=
t

a 2cos
1

 
t

a
t

a
coscos

= ,  

так как на рассматриваемом интервале косинус положителен, 
t

adtdx 2cos
= . В 

результате иррациональная функция ( )22, xaxR +  преобразуется к триго-

нометрическому виду ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

t
aatgtR

cos
, , не содержащему радикалов. 
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      Пример 1.  ∫
+ 22 xax

dx
 ( )0>a . 

      Решение. Положим tgtax ⋅= , где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
,

2
ππt . Тогда приходим к 

интегралу ∫ =
t

dt
a sin
1

∫ ∫ =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos

2

21

2
cos

2
sin

21
2 tttg

td

att

td

a
 

∫ +== Cttg
attg

tdtg

a 2
ln1

2

21
, где 

a
xarctgt =  ( )0≠x . 

      2. В данной ситуации можно было также использовать подстановку 
ctgtax ⋅= , где ( )π,0∈t . Тогда  

=+ 22 xa =⋅+ tctgaa 222 =⋅
t

a 2sin
1

=
t

a
sin

 
t

a
sin

,  

так как на рассматриваемом интервале синус положителен, 
t

adtdx 2sin
−= . В 

результате иррациональная функция ( )22, xaxR +  преобразуется к триго-
нометрическому виду  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

t
actgtaR

sin
, . 

      Пример 2.  ∫
+ 22 xax

dx
. 

      Решение. Положим ctgtax ⋅= , ( )π,0∈t . Тогда имеем при 0≠x  

 ∫
+ 22 xax

dx = ∫
⋅⋅⋅

−

t
actgtat

adt

sin
sin 2

 ∫ =−=
t

dt
a cos
1

 
( )

∫ =−
t
td

a 2cos
sin1

 

( )
∫ =−=

t
td

a 2cos
sin1 ( )

∫ =
−1sin

sin1
2 t

td
a C

t
t

a
+

+
−

1sin
1sinln

2
1 , где 

a
xarcctgt = . 
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      3. Выражения ( )22, xaxR +  рационализируются также с помощью 

гиперболической подстановки shtax ⋅= , Rt ∈ . Тогда =+ 22 xa   

=⋅+= tshaa 222  tcha 2⋅ =⋅= chta chta ⋅  ( 0>cht  Rt ∈∀ ). 

      Пример 3.  ∫ + dxxa 22  ( )0>a . 

      Решение. Выполним гиперболическую подстановку ashtx = , 

achtdtdx = , ( ) achttshaxa =+=+ 2222 1 . Переходя к новой пере-
менной, получаем интеграл 

∫ ∫
+

= dttchatdtcha
2

21222 ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∫ ∫ ttdchtdta 22

2
1

2

2

 

Ctshata
++= 2

42

22

. Осталось сделать обратную подстановку. Из равен-

ства 
a
xeesht

tt

=
−

=
−

2
 находим, что 

a
xaxet

22 +±
= . Так как 0>te , 

то axaxt lnln 22 −++= . Очевидно, =⋅= chtshttsh 22  

22
22

2
2 21212 xa

a
x

a
x

a
xtshsht +=+⋅⋅=+= , поэтому окончательно 

получаем  (число aa ln2
2−  вошло в C ) 

=+∫ dxxa 22 Cxaxxaxa
+++++ 2222

2

2
ln

2
. 

 

4.2.13. Интегралы вида ( )∫ − dxaxxR 22, , ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
− dx

ax
axxR , ,   

     ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+ dx

ax
axxR ,  ( )0>a . 

      Для рационализации выражений вида ( )22, axxR − , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

ax
axxR , , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

ax
axxR ,  применяют как тригонометрические, так и гиперболические 
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подстановки.  

      Рассмотрим случай ( )22, axxR − . Подкоренное выражение определе-

но при ax ≥ . Возможны подстановки: 

      1. 
t

ax
sin

= , где ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈

2
,00,

2
ππ

Ut , при этом  радикал преобразует-

ся следующим образом: 22 ax − =−= 2
2

2

sin
a

t
a =

−
⋅

t
ta 2

2

sin
sin1

 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

2

sin
cos

t
ta ctgta ⋅ , и подынтегральная функция оказывается ра-

ционально зависящей от тригонометрических функций ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ctgta

t
aR ,

sin
. 

      2. Аналогичная подстановка через косинус 
t

ax
cos

= , где  

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ πππ ,

22
,0 Ut , приводит к следующим преобразованиям:  

22 ax − = 2
2

2

cos
a

t
a

− =
t

ta 2

2

cos
cos1−

⋅ =
2

cos
sin

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

t
ta = tgta ⋅ .  

И опять подынтегральная функция принимает рациональный (относительно 

тригонометрических функций) вид ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ tgta

t
aR ,

cos
. 

      3. chtax ⋅= , 0≥t  (если 0>x ) или подстановка chtax ⋅−= , 0≥t  
(если 0<x ). Тогда  

=− 22 ax 222 atcha −⋅ =⋅= tsha 2 shta ⋅ ,  

и выражение ( )22, axxR −  приводится к виду ( )shtachtaR ,⋅ .       

      При наличии радикала 
ax
ax

+
−  в подынтегральном выражении (ОДЗ: 

∈x ( ) [ )+∞−∞− ,, aa U ) можно воспользоваться подстановкой  

  
t

ax
cos

= , где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ πππ ,

22
,0 Ut , и тогда =

+
−

ax
ax
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=
+
−

=
+

−
=

t
t

t

t
cos1
cos1

1
cos

1

1
cos

1
 

2
2

cos2

2
sin2

2

2

ttg
t

t

= .  

С другой стороны, в этом случае возможна подстановка  chtax ⋅= :   

ax
ax

+
− = =

+
−

1
1

cht
cht

 
2

2
2

2
2

2

2

tth
tch

tsh
= . 

      Замечание. Ещё раз обратим внимание читателя на одно обстоятельство. 

Если подынтегральная функция содержит радикалы вида 22 ax − (или 

ax
ax

+
−

), то в этом случае первообразная ищется на луче ax >  или на луче 

ax −< . Так как обычно нет никаких оснований предпочесть один луч дру-
гому, то часто выбирают тот луч, на котором будет более простая запись пре-
образованного подынтегрального выражения, т.е. луч ax >  (на другом луче 

ax −<  первообразная находится аналогичными рассуждениями). Поэтому, 
учитывая это, в указанных выше подстановках  можно ограничиться умень-
шенными вполовину промежутками по t :  

t
ax

sin
=  при ⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πt , 

t
ax

cos
=  при ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈

2
,0 πt ,  

chtax ⋅=  при [ )+∞∈ ,0t . 
Это позволяет при упрощении радикалов однозначно раскрывать модули. В 
этой ситуации можно использовать функцию сигнум. 

      Пример 1. ∫
− 322 )( ax

dx
 ( )ax > . 

      Решение. Применим тригонометрическую подстановку 
t

ax
cos

= , где 

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈

2
,0 πt . Имеем 

t
atgtdt

t
tdtadx

coscos
sin

2 == , ( ) =−
322 ax    

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

3
2

2

2

cos
a

t
a

=ttga 63 ttga 33 .  

Подставляя в интеграл, получим 
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=
−

∫ 322 )( ax
dx

=∫ tttg
dt

a cos
1

22 =∫ t
tdt

a 22 sin
cos1

 

( ) C
tat

td
a

+−== ∫ sin
1

sin
sin1

222 . Осталось сделать обратную подстановку. 

Так как 
t

ax
cos

= , то 
x
at =cos ,  

=−= tt 2cos1sin  =− 2

2

1
x
a

=
−

2

22

x
ax

x
ax 22 −

.  

Следовательно, =
−

∫ 322 )( ax
dx

 C
axa

x
+

−
−

222
. 

     Пример 2. ∫
− 22 ax

dx
 ( )ax > . 

     Решение. Применим гиперболическую подстановку: achtx = , 0≥t . 

Тогда ashtdtdx = , ashtshtaax ==− 22  и интеграл сводится к инте-

гралу ∫ += Ctdt . Сделаем обратную подстановку: achtx =  ⇔ 
a
xcht =  

⇔ 
a
xArcht = , где обратная функция к указанной ветви гиперболического 

косинуса имеет вид  

( )1ln 2 −+= xxArchx , 1≥x .  

Итак, =+=∫ Ctdt =+C
a
xArch  =+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ C

a
x

a
x 1ln

2

 

( ) Caxx ′+−+= 22ln ,  

где в постоянную C ′  здесь включено слагаемое ( )aln− . 

      Пример 3. ∫ +
− dx

ax
ax

 ( )ax ≥ . 

      Решение. В некоторых случаях при вычислении интегралов рассматри-
ваемого вида наряду с указанными подстановками можно применять и дру-
гие. Например, в данном случае положим tashax 22=− , тогда  
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)1(2 2 +=+ tshaax tach22=  и ==
+
−

xach
xash

ax
ax

2

2

2
2

chx
shx

,  

dtchtashtdx ⋅⋅= 4  и приходим к интегралу 

∫ +
− dx

ax
ax

∫ == tdtsha 24 Cattashdttcha +−=
−

∫ 22
2

124 .  

      Учитывая, что 
a
axsht

2
−

= , 
a
axcht

2
+

= , имеем =⋅ tsha 2  

=⋅⋅= chtshta2 22 ax − . Далее, techtsht =+ , отсюда  

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −++
=+=

a
axaxchtshtt

2
lnln  

( ) aaxax 2lnln −−++= . Окончательно получим 

∫ +
− dx

ax
ax aax 222 −−= ( ) Caxax ′+−++ln ,  

где C ′ aC 2ln−= . 
 

4.2.14.  1-я подстановка Эйлера  axtcbxax −=++2  

      Интегралы вида ( )∫ ++ dxcbxaxxR 2,  в общем случае могут  вычис-

ляться с помощью рационализирующих подстановок Эйлера. 1-я подстанов-
ка Эйлера применима в случае, когда 0>a . Положим  

axtcbxax −=++2   

(можно также было положить axtcbxax +=++2 ). Возведём это ра-
венство в квадрат: 

( )22 axtcbxax −=++ , 
222 2 xaatxtcbxxa /+−=++/ , 

откуда выражаем x  через t : 
bta

ctx
+

−
=

2

2

.  

Тогда  ( ) dt
bta

acbttadx 2

2

2
2

+⋅

++⋅
⋅= , =−=++ axtcbxax 2  
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 at −= =
+⋅

−
⋅

bta
ct

2

2

bta
acbtta

+⋅
++⋅

2

2

. Переходя к новой перемен-

ной интегрирования, получаем интеграл от рациональной дроби 

( )∫ ++ dxcbxaxxR 2,  =
 

( )∫
+

++
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
++

+
−

= dt
bta

acbtta
bta

acbtta
bta

ctR 2

222

2
2

2
,

2
. 

Вычислив интеграл, необходимо сделать обратную подстановку 

axcbxaxt +++= 2 . 

      Пример 1. ∫
+ ax

dx
2

. 

      Решение. Поскольку старший коэффициент квадратного трёхчлена поло-
жителен, то применим 1-ю подстановку Эйлера:  

xtax −=+2 .  
Возводя обе части этого равенства в квадрат, получим 

222 2 xtxtax +−=+ , или 
t

atx
2

2 −
= . 

Дифференцируя данное равенство, находим dt
t

atdx 2

2

2
+

= ,  

t
atax

2

2
2 +

=+ . Подставляя в подынтегральное выражение, получим 

∫
+ ax

dx
2

= CaxxCt
t
dt

+++=+=∫ 2lnln . 

     Пример 2. ∫
+−+ 12 xxx

dx
. 

     Решение. Так как старший коэффициент квадратного трёхчлена положите-
лен, здесь также возможно применение 1-й подстановки Эйлера:  

xtxx −=+− 12 .  
Теперь возведём это равенство в квадрат: 

    ( )22 1 xtxx −=+−  ⇔ 222 21 xtxtxx /+−=+−/  ⇔ 
12
12

−
−

=
t

tx . 
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Дифференцируя, находим 
( )

dt
t

ttdt
t

tdx 2

22

12
12

12
1

−
+−

⋅=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= . Переходя к 

новой переменной, получаем интеграл 
( )∫ −

+−
⋅ dt

tt
tt

2

2

12
12 . Далее представляем 

подынтегральную функцию в виде суммы простейших дробей и вычисляем: 

( )
=

−
+−

⋅ ∫ dt
tt

tt
2

2

12
12

( )∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

−
− dt

ttt 212
3

12
32

∫ ∫ +
−

−

2
12

32
t

dt
t
dt

 

( )
( )∫ =

−
−

+ 212
12

2
3

t
td

−−−
2
1ln

2
3ln2 tt ( ) C

t
+

−122
3

,  

где 12 +−+= xxxt . 
 

  4.2.15.  2-я подстановка Эйлера  cxtcbxax +=++2  

      2-я подстановка Эйлера применима при вычислении интегралов вида 

( )∫ ++ dxcbxaxxR 2, , если свободный член 0>c .  

      Положим cxtcbxax +=++2  (можно также было положить 

cxtcbxax −=++2 ). Возведём данное равенство в квадрат: 

ccxttxcbxax /++=/++ 2222 . 

После сокращения на 0≠x  имеем для x : 2

2
ta

btcx
−

−⋅
= .  

Тогда 
( )

dt
ta

cabttcdx 22

2

2
−

+−⋅
⋅= , =+=++ cxtcbxax 2  

2

2
ta

btc
−

−⋅
= ct +⋅ 2

2

ta
cabttc

−
+−⋅

= .  

В результате замены переменной приходим к интегралу от рациональной 
дроби 

                                      
( )∫ ++ dxcbxaxxR 2, =
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( )∫
−

+−
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+−

−
−

= dt
ta

cabttc
ta

cabttc
ta

btcR 22

2

2

2

2 2,2
. 

Вычислив интеграл, в конце подставим  

x
ccbxaxt −++

=
2

. 

      Пример. ∫
+−+ 12 xxx

dx
. 

      Решение. Рассмотрим интеграл из предыдущего примера, но теперь вы-
числим его при помощи 2-й подстановки Эйлера (т.к. свободный член квад-
ратного трёхчлена 01 >=c , это возможно). Положим  

112 −=+− xtxx ,  
возведём в квадрат: 

121 222 /+−=/+− xttxxx . 
После сокращения на x , выражаем из оставшегося равенства x  через t : 

1
12

2 −
−

=
t

tx . Тогда 
( )

dt
t

ttdx 22

2

1
12

−

+−
⋅−=  и =−=+− 112 xtxx  

1
1

2

2

−
+−

=
t

tt
, 

1
12

−
=+−+

t
txxx . Подставляя в интеграл, получим 

=
+−+

∫ 12 xxx
dx

( )( )∫ =
+−
−+− dt

ttt
tt

2

2

11
222

 

( ) ( ) ( )∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
−

−
−= dt

tttt 21
3

12
3

12
12

 

( )∫ ∫ ∫ ∫ =
+

−
+

−
−

−= 21
3

12
3

12
12

t
dt

t
dt

t
dt

t
dt

 

C
t

ttt +
+

++−−−=
1

31ln
2
31ln

2
1ln2 , где 

x
xxt 112 ++−

= . 

 
  4.2.16.  3-я подстановка Эйлера ( )( ) ( )λμλ −=−− xtxxa  

      3-я подстановка Эйлера применяется при вычислении интегралов 

( )∫ ++ dxcbxaxxR 2,  в случае, когда квадратный трёхчлен 
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cbxax ++2  имеет различные вещественные корни λ  и μ , т.е. 

( )( )μλ −−=++ xxacbxax 2 . 

Положим ( )λ−=++ xtcbxax2 . Возведём равенство в квадрат: 

( )( ) ( )22 λμλ −=−− xtxxa . 

Сократим на 0≠− λx  и, выражая x  через  t , получим 
at

tax
−
+−

= 2

2λμ
. 

Дифференцируя, находим 
( )

( )
dt

at
tadx 22

2
−

−
=

λμ
, =++ cbxax 2  

( )λ−= xt ( )
at

ta
−
−

= 2

μλ
. Подставляя в исходный интеграл, получаем инте-

грал от рациональной дроби  

( )∫ ++ dxcbxaxxR 2, =
 

 
( ) ( )

( )∫
−

−
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−
+−

= dt
at

ta
at

ta
at

taR 2222

2 2, λμμλλμ
.  

Вычислив интеграл, в конце выполним подстановку 
λ−
++

=
x

cbxaxt
2

. 

      Пример 1. ∫
− 22 xa

dx
. 

      Решение. Для вычисления интеграла воспользуемся 3-й подстановкой Эй-

лера: ( )xatxa −=− 22 . Возведём равенство в квадрат: 

( )( ) ( )xatxaxa −=−+ , откуда найдём 
1
1

2

2

+
−

⋅=
t
tax . Тогда получаем 

следующее соотношение между дифференциалами: 
( )22 1
4
+

=
t

atdtdx . Кроме 

того, 
1

2
2

22

+
=−

t
atxa . Переходя к новой переменной под знаком инте-

грала, получаем при ax <  

=
−

∫ 22 xa
dx

=
+

⋅ ∫ 1
2 2t

dt C
xa
xaarctgCarctgt +

−
+

=+ 22 . 
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      Пример 2. ∫
−−+ 2211 xx

dx
. 

      Решение. Поскольку квадратный трёхчлен под знаком радикала имеет два 
различных действительных корня 212,1 ±−=x , то применим 3-ю подста-
новку Эйлера:  

( )2121 2 ++=−− xtxx .  
Переписав данное равенство в виде   

( )( ) ( )212121 ++=++−+− xtxx  , 

возведём его в квадрат и сократим на ( )21++x . Выражая затем x  через 

t , получим 
( )

1
1212

2

2

+
−++−

=
t

tx , 
1

2221 2
2

+
=−−

t
txx , 

1
122211 2

2
2

+
++

=−−+
t

ttxx , 
( )22 1

24
+

−=
t

tdtdx . Таким образом, сво-

дим исходный интеграл к интегралу от рациональной дроби 

∫
−−+ 2211 xx

dx
( )( )∫ +++

−=
1221

24
22 ttt
tdt

,  

который вычисляем стандартным образом. 
      Подстановки Эйлера, играя важную теоретическую роль, на практике час-
то приводят к громоздким выкладкам, поэтому к ним прибегают в крайних 
случаях, когда не удаётся более просто вычислить интеграл другим способом.  
 
 
      4.3.  Интегрирование биномиальных дифференциалов 
      Так называются дифференциалы вида ( ) dxbxax pnm + , где ba, - дейст-
вительные числа, отличные от нуля, pnm ,,  – рациональные числа.  

     Чебышёв Пафнутий Львович (1821 – 1894) – русский математик и 
механик, академик Петербургской АН. Окончил Московский универси-
тет.  Является основателем Петербургской математической школы. За-
нимался теорией приближения функций многочленами, интегральным  
исчислением, теорией чисел, теорией вероятностей, теорией машин и 
механизмов и пр. 

Как доказал П.Л.Чебышёв, первообразная для функции ( )pnm bxax +  явля-
ется элементарной функцией только в следующих трёх случаях: 

§4. Интегрирование иррациональных функций 

 

105 

 

      а) p  – целое;   б) 
n

m 1+
 – целое;   в) 

n
m 1+

+ p  – целое.  

Рассмотрим эти случаи. 
      а)  Если p  – целое, то полагают s xt = , где s  – общий (натуральный) 
знаменатель дробей m  и n  (см. интегрирование линейных иррационально-
стей). 

      Пример 1. ( )∫
+

231 x

dxx
. 

      Решение. Перепишем интеграл в виде ∫
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ dxxx

2

3
1

2
1

1 . Очевидно, что 

2
1

=m , 
3
1

=n , 2−=p , 1== ba . Положим 6 xt = , тогда 6tx = , 

3tx = , 23 tx = , dttdx 56=  и в результате замены переменной интегри-
рования приходим к интегралу  

( ) ( )∫∫ =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+
−+−=

+
dt

t
ttt

t
dtt

22

2
24

22

8

1
34326

1
6  

( )
( )∫ =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

++
−+−= dt

t
tttt 22

22
24

1
13326 −+− ttt 184

5
6 35   

( )∫
+

−− 22

2

1
618

t
dttarctgt , где 

( )∫ =
+

22

2

1 t
dtt

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

− ∫ 21
1

2
1

t
td   

 ( ) ++
−= 212 t

t Carctgt +
2
1

. Следовательно, при 0≥x  имеем 

( ) =
+

∫ 231 x

dxx
 Carctgt

t
tttt +−

+
++− 21

1
3184

5
6

2
35 , где 6 xt = . 

      б) Если 
n

m 1+
 – целое, то полагают s nbxat += , где s  – знаменатель 

дроби p .  
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      Пример 2. ∫
+ 3 21 x

xdx
. Решение. Перепишем интеграл в виде 

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ dxxx

2
1

3
2

1 , откуда определяем 1=m , 
3
2

=n , 
2
1

=p , 2=s . Так как 

31
=

+
n

m
 – целое, то положим 3

2

1 xt += . Тогда ( )2
3

2 1−= tx , 

( ) tdttdx 21
2
3

2
1

2 −= . Следовательно,  

=
+

∫
3 21 x

xdx ( )∫ =− dtt 22 13 Cttt ++− 32
5
3 35 , где 3

2

1 xt += . 

      в) Если 
n

m 1+
+ p  – целое, то рекомендуемая подстановка 

s n baxt += − , где  s  – знаменатель дроби p . 

      Пример 3. ∫
+4 41 x
dx

. 

      Решение. Приведём интеграл к виду ( )∫
−

+ dxxx 4
1

40 1   и определяем 

0=m , 4=n , 
4
1

−=p , 4=s . Поскольку 01
=+

+ p
n

m
 – целое, то по-

ложим, следуя рекомендации, 4 41 −+= xt . Тогда ( ) 4
1

4 1 −
−= tx , 

( ) dtttdx 4
5

43 1 −
−−= , ( ) 4

1
44 4 11 −
−=+ ttx . Следовательно, 

∫
+4 41 x
dx

∫ =
−

−=
14

2

t
dtt

 ∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
−

+
+

dt
t

DCx
t

B
t

A
111 2  

= ∫ ∫ =
+

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+ 12
1

1
1

1
1

4
1

2t
dtdt

tt
Carctgt

t
t

+−
−
+

2
1

1
1ln

4
1

,  

где 4 41 −+= xt . 
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4.4. Умножение на сопряжённое выражение,  
  нестандартные подстановки и другие преобразования 

      1. При интегрировании выражений, содержащих радикалы, иногда воз-
можно использование известного приёма домножения (с одновременным де-
лением) на сопряжённое выражение. 

     Пример 1.  ∫ −
+ dx

xa
xa

 ( )0>a . 

     Решение. На ОДЗ имеем axa <≤− , и поэтому 
xa
xa

xa
xa

−
+

=
−
+

. 

Домножим и разделим подынтегральную дробь на выражение, сопряженное 
знаменателю. В результате интеграл удаётся свести к сумме двух более про-

стых интегралов: ∫ +⋅−
+⋅+ dx

xaxa
xaxa

∫ =
−

+
= dx

xa
xa

22
 

 ∫ ∫ =
−

+
−

=
2222 xa

xdx
xa

dxa −⋅
a
xa arcsin  

( )
∫ =

−

−
22

22

2
1

xa
xad

 

Cxa
a
xa +−+⋅= 22arcsin . 

     Пример 2.  ∫ +++ bxax
dx

 ( )ba ≠ . 

     Решение. Домножим числитель и знаменатель дроби на выражение, со-
пряжённое к знаменателю, т.е. на bxax +−+ : 

 ∫ +++ bxax
dx

= 
( )

=
−

+−+
∫ dx

ba
bxax

  

( )=+−+
−

= ∫ ∫ dxbxdxax
ba

1
 

= ( ) ( )( )=++−++
− ∫ ∫ bxdbxaxdax

ba
1

 

( ) ( ) Cbxax
ba

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+

−
= 2

3
2
3

3
2

3
21

 ( )bxax −≥−≥ , . 

      2. В следующем примере используется приём выделения полного квадра-
та в подкоренном выражении. 
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      Пример 3. ∫
++ −

dx
x
xx
3

44 2
. 

      Решение. Если заметить, что под знаком квадратного корня находится 
полный квадрат, то это позволяет избавиться от радикала и тем самым суще-
ственно упростить вычисление интеграла: 

=
++

∫
−

dx
x
xx
3

44 2
∫ ∫ =

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

dx
x

x
x

dx
x

x
x

3

2
2

3

2

2
2 11

 

∫ +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += C

x
xdx

xx 45 4
1ln11 ( )0≠x . 

      3. Часто при интегрировании используются различные подстановки, в том 
числе нестандартные. 

      Пример 4.  

( )
∫

+++
322 11 xx

xdx
. 

      Решение. Преобразуем подынтегральное выражение: 

 
( ) ( )

=
++++

∫
222 111 xxx

xdx
∫

+++ 22 111 xx

xdx
.  

      Воспользуемся тем, что ( )2

2
1

1
xd

x
xdx

+=
+

. Тогда имеем 

( )
=

++

+
∫

2

2

11

1

x

xd ( )
∫

++

++
2

2

11

11

x

xd
. Положим 211 xt ++= :  

=+=∫ Ct
t

dt 2 Cx +++ 2112 . 

   Пример 5. dx
xa

xx∫ −2
 ( )0>a . 

   Решение. Согласно ОДЗ, 0
2

≥
− xa
x

 ⇔ [ )ax 2,0∈ . Сделаем тригоно-

метрическую подстановку вида tax 2sin2= , где ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈

2
,0 πt .  Приходим к 

интегралу  
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( ) ( )∫ =
−

tad
taa

tata 2
2

2
2 sin2

sin22
sin2sin2 ∫ =tdta 42 sin8

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ∫ dtta
2

2

2
2cos18 ∫ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− dttta 2cos

4
12cos

2
1

4
18 22   

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= dttta 4cos

8
12cos

2
1

8
38 2 Cttta +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− 4sin

4
12sin232 .  

      Осталось сделать обратную подстановку. Очевидно, 
a
xt

2
sin = , 

a
xatt

2
2sin1cos 2 −

=−= , тогда == ttt cossin22sin  

=
−

⋅⋅=
a

xa
a
x

2
2

2
2 ( )xax

a
−⋅ 21

. Найдём t2cos : если ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈

4
,0 πt  

( [ )ax ,0∈ ), то 02cos >t  и =t2cos =− t2sin1 2 ( )
=

−
− 2

21
a

xax
 

( ) =−−= xaxa
a

21 2 ( ) =
−

=−
a

xa
xa

a
21

a
xa −

; если же 

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈

2
,

4
ππt , т.е. [ )aax 2,∈ , то 02cos ≤t  и, следовательно, 

a
xa

a
xa

tt −
=

−
−=−−= 2sin12cos 2 . Таким образом, ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈∀

2
,0 πt  

a
xat −

=2cos . Поэтому == ttt 2cos2sin24sin ( )
a

xaxax
a

−
−22

.  

      Подставляя, получим для исходного интеграла: =
−∫ dx

xa
xx

2
 

( ) ( ) =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+−−= C

a
xxax

a
xax

aa
xa 12

2
122

2
arcsin32  

−=
a
xa

2
arcsin3 2 ( ) Cxaxxa

+−
+ 2
2

3
. 
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      Пример 6. ∫ +++ 11 xx
dx

. 

      Решение. Положим 1++= xxt , тогда 
22

2
1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

t
tx .  

Переходя к новой переменной, получим 

∫ +++ 11 xx
dx

∫ =
−+−

= dt
t

ttt
3

23 1
2
1

++−− 24
1

2
1ln

2
1

2 tt
tt

 

=+C ( )+++− 1ln
2
1 xxx Cxxx

++− 2

2
1

2
 ( )0≥x . 

 
      К интегралам от квадратичных иррациональностей естественным образом 
примыкают интегралы от иррациональностей следующего вида: 

                                 ( )∫ +++ dxdcxbxaxxR 23, , 

                                ( )∫ ++++ dxrexcxbxaxxR 234, , 

содержащие под знаком радикала многочлены 3-й и 4-й степеней (с действи-
тельными коэффициентами). Эти интегралы часто встречаются в приложени-
ях и, вообще говоря, не являются элементарными функциями. Оба эти инте-
грала принято называть эллиптическими в тех случаях, когда они не выража-
ются через элементарные функции, и псевдоэллиптическими в тех случаях, 
когда они выражаются через элементарные функции (происхождение назва-
ния интегралов связано с тем, что впервые с этими интегралами столкнулись 
при решении задачи о вычислении длины дуги эллипса). Среди эллиптиче-
ских интегралов особенно важную роль играют так называемые эллиптиче-
ские интегралы 1-го и 2-го рода в форме Лежандра 

( ) ∫
−

=
ϕ

ϕϕ
22 sin1

,
k
dkF   и   ( ) ϕϕϕ dkkE ∫ −= 22 sin1, . 

Для этих функций составлены обширные таблицы и графики. А.Лежандром и 
другими математиками изучены свойства данных функций и установлен ряд 
формул.  
      Наряду с элементарными функциями функции ( )ϕ,kF  и ( )ϕ,kE  прочно 
вошли в семейство функций, часто используемых в анализе. 
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     Задачи для самостоятельного решения 
      Найти неопределённые интегралы: 

  1. dxxx∫ − 2 .                      Ответ: ( ) ( ) Cxx +−+− 2
3

2
5

2
3
42

5
2

 ( )2≥x . 

  2. dxxx∫ −⋅ 32 1 .     Ответ: Cttt +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−− 1074

10
1

7
2

4
13 , где 3 1 xt −= . 

  3. ∫ +
dx

x
x

4
.                    Ответ: ( ) Cxx ++−+ 484

3
2 3  ( )4−>x . 

  4. 
( )∫ −− xx

dx
13

.                           Ответ: Cxarctg +
−

−
2

12  ( )1<x . 

  5. 
( )

dx
xx

x
∫ +−+

++
11

21
2 .        Ответ: 

( ) Ctarctg
tt

t
+

+
−

++
−

3
12

3
2

1
1ln 2

2

,   

                                                                            где 1+= xt  ( )0;1 ≠−> xx . 

  6. 
( ) ( )
∫

+−+ 2
1

3
2

1212 xx

dx
.  

   Ответ: ( ) ( ) ++++ 6
1

3
1

12312
2
3 xx ( ) Cx +−+ 112ln3 6

1
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠−> 0;

2
1 xx . 

  7. 
( )( )∫ −−−

+− dx
xx

x
11212

112
3

6

.  

                            Ответ: Cxx +−−−− 66 12ln3112ln3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠> 1;

2
1 xx . 

  8. 
( )( )∫ +−+

+++ dx
xx
xx

3

3

141
11

.    

    Ответ: C
t
ttt +
+
−

−−−−
2
2ln64ln36 2 , где 6 1+= xt ( )63;1 ≠−> xx . 

 9. dx
x
x

∫ +
−

1
1

.                         Ответ: Cxx +−+ 21arcsin  ( )11 ≤<− x . 

10. dx
x
x

∫ −
+

3
1
1

.                 Ответ: 
( )

+
−
++

2

2

1
1ln

3
1

t
tt

1
2

3
12

3
2

3 −
+

+
t

ttarctg ,  
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                                                                                             где 3
1
1

−
+

=
x
xt  ( )1≠x . 

11. dx
x
xx∫ −
+

3
2

 ( ]( )3,2−∉x . 

   Ответ: +−−
− 6

4
12 2 xxx

+−−+− 6
2
1ln

8
35 2 xxx Cxx +−− 63 2 . 

12. ∫ +−
+

11
1

3
x
dx

x
x

.                    Ответ: 
( )

Ctarctg
t

tt
+

+
+

−
++

3
123

1
1ln

2
1

2

2

,   

                                                                                        где 3
1
1

−
+

=
x
xt  ( )1±≠x . 

13. 
( )( )∫

+−3 211 xx

dx
.              Ответ:

( )
Ctarctg

t
tt

+
+

+
−

++
3

123
1

1ln
2
1

2

2

,  

                                                                                        где 3
1
1

−
+

=
x
xt ( )1±≠x . 

14. 
( ) ( )∫

+−4 53 21 xx

dx
.                         Ответ: C

x
x

+
+
−

4
2
1

3
4

 [ ]( )1,2−∉x . 

15. 
( ) ( )∫

−+3 42 11 xx

dx
.                              Ответ: C

x
x

+
−
+

− 3
1
1

2
3

 ( )1±≠x . 

16. ( )∫ ++ 321 xxx
dx

.      

    Ответ: 
( ) ( ) −

+−+
3626

3

211
ln

4
3

xxx

xx
Cxarctg +

−
7

14
72

3 6
 ( )0>x . 

17. ∫
+ xx

dx
22

.                    Ответ: Cxxx ++++ 21ln 2  [ ]( )0,2−∉x . 

18. ∫
+− 963 2 xx

dx
.                       Ответ: Cxxx ++−+− 321ln

3
1 2 .  

19. ∫
−− 2246 xx

dx .                     Ответ: Cx
+

+
2

1arcsin
2

1
 ( )( )1,3−∈x . 
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20. ∫
++−

+ dx
xx

x
54

35
2

.    

                      Ответ: Cxxx +
−

+++−−
3

2arcsin13545 2  ( )( )5,1−∈x . 

21. ∫
++

+ dx
xx

x
2

23
2

.         

                                          Ответ: Cxxxxx ++++++++ 2
2
1ln

2
123 22 . 

22. dxxx∫ ++ 1342 .      

                   Ответ: Cxxxxxx
++++++++

+ 1342ln
2
9134

2
2 22 . 

23. dxxx∫ −+ 245 .        

                      Ответ: Cxxxx
+

−
+−+

−
3

2arcsin
2
945

2
2 2 ( )( )5,1−∈x . 

24. ∫ − dxxx 21 .                                        Ответ: ( ) Cx +−− 2
3

21
3
1

 ( )1≤x . 

25. ( )∫ −+− dxxxx 2131  
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
≤≤

−
2

51
2

51 x . 

         Ответ: ( ) −−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−+ 22

3
2 1

2
1

4
11 xxxxx Cx

+
−
5

12arcsin
16
5

. 

26. ( ) dxxxx∫ +++ 141 2 . 

                                         Ответ: ( ) −++ 2
3

2 14
3
1 xx ( ) ++++ 142

2
1 2 xxx  

                         Cxxx ++++++ 142ln
2
3 2  ( )( )32,32 +−−−∉x . 

27. ∫
++ 12

2

xx
dxx

.             

                        Ответ: Cxxxxxx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++−++

− 1
2
1ln

8
11

4
32 22 . 
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28. ∫
−− 122 2 xxx

dx
.       

                                        Ответ: C
x
x

+
+

−
3
1arcsin  ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
∉

2
31,

2
31x . 

29. 
( )∫

++ xxx
dx

22 2
.                              Ответ: C

x
x

+
+ 2

 [ ]( )0,2−∉x . 

30. 
( )∫

+++ 11 2 xxx
dx

.        Ответ: C
x

xxx
+

+
+++−

−
1

121ln
2

 ( )1−≠x . 

31.
( )∫

++− 11 22 xxx
dx

.   

              Ответ: ( ) +
−
++

−
13

12

x
xx

( )
C

x
xx

x
+

−
++

++
− 13

1
2
1

1
1ln

32
1 2

 ( )1≠x . 

32. ∫
+123 xx

dx
.     Ответ: C

x
xx

x
+

++
++−

11ln
2
11

2
1 2

2
2  ( )0≠x . 

33. ∫
−124 xx

dx
.                                  Ответ: Cx

x
x

+−
+ 1

3
12 2

3

2

 ( )1>x . 

34. dx
xx

xx
∫

+−

++

4

32
2

2

.         

                   Ответ: Cxxxx
+

−
++−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

2
2arcsin1345

2
2 ( )( )4,0∈x . 

35. ∫
++ dx

x
xx 222

.      

                                            Ответ: ( )−+++++++ 221ln22 22 xxxxx  

                                                
( )

C
x

xxx
+

++++
−

2222
ln2

2

 ( )0≠x . 
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36. ∫
−+ 2

3

21 xx
dxx

 ( )( )21,21 +−∈x . 

                            Ответ: Cxxxxx
+

−
−−+

++
−

2
1arcsin421

6
2519 2

2

.  

37. ∫
+ dx
x

x
3 2

31
.                          Ответ: ( ) Cx ++

3312  ( )0;1 ≠−≥ xx . 

38. ∫
+⋅ 3 51 xx

dx
 ( )0;1−≠x .    

                   Ответ: 
( ) Ctarctg

tt
t

+
+

+
++

−
3

12
5
3

1
1ln

10
1

2

2

, где 3 51 xt += . 

39. ( )∫
+

23 2 1 xx

dx
.                                         Ответ: C

x
+

+
−

1
3

3
 ( )0>x . 

40. ( )∫
+ 3 23 2 1 xx

dx
.                                       Ответ: Cxarctg +33  ( )0≠x . 

41. ( )∫
+

104 1xx

dx
.           Ответ: ( ) ( ) C

xx
+

+
+

+
− 9484 19

4

12

1
 ( )0>x . 

42. ∫
+ 24 1 xx

dx
.                                Ответ: 

( ) C
x

xx
+

+−
3

22

3
112

 ( )0≠x . 

43. ∫
+ 31 xx

dx
.                  Ответ: 

( ) C
x
x

+
−+

3

2
3 11ln

3
1

 ( )0;1 ≠−> xx . 

44. ∫ −++
−−+ dx

xx
xx

11
11

.   

                             Ответ: Cxxxxx +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++−− 1ln1

2
1 222  ( )1≥x . 

45. ∫
−

−++ dx
x

xx
4

22

1
11

.  

                                               Ответ: ( ) Cxxx ++++ 21lnarcsin  ( )1<x . 
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46. ∫ +++ 32 xx
xdx

 ( )2−≥x . 

                   Ответ: ( ) ( ) ++++− 2
3

2
5

2
3
42

5
2 xx ( ) ( ) Cxx ++−+ 2

3
2
5

323
5
2

. 

47. 
( )∫

−++− 22

2

2224 xxxx
dxx

 ( )( )31,31 +−∈x .                       Ответ: 

        
( )

−
−

−+
−

−
21

22
3
2

3
1arcsin

2

x
xxarctgx

C
xx

xx
+

−+−

−++
2

2

226

226ln
6

1 . 

48. 
( )∫

+− 24 11 xx
dx

.            

                            Ответ: C
xx
xx

x
x

+
−+

++
+

+ 21
21ln

24
1

12 2

2

2
 ( )1±≠x . 

49. 
( )

( )∫
++++

+

11
1

22 xxxx
dxx

.                                Ответ: 
( ) C

xx
x

+
++

−

13
12

2
. 

50. 
( )∫

−−− 11 22 xxx
xdx

 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−≠⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
∉ 1;

2
51,

2
51 xx . 

                          Ответ: ln
2
1

51
3arcsin

2
1

−
−
−

x
x C

x
xxx

+
+

−−−+
1

1213 2

. 

51. ∫
+++ 12 xxx

dx
.           

         Ответ: 
( ) C

t
t

t
+

+
+

+ 3

4

12
ln

2
1

122
3

, где 12 +++= xxxt  ( )1−≠x . 

52. ∫
−−+ 2211 xx

dx
  ( ∈x [ ]21,21 +−−− ). 

                                Ответ: Carctgt
t

t
+−

− 21ln , где 
x

xxt
2211 −−+

= . 
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53. ∫
−−− 22 xxx

dx
 ( )( )2;2,1 −≠−∉ xx .    

              Ответ: −−−++− 22ln2 2 xxxx −−−+− 2
2
1ln

2
5 2 xxx  

                                          
( ) ( ) C

xxx
++

+
−

+
+−

+
−

4
1

24
5

2
1

8
5

2
1ln2 2 . 

54. 
( )( )∫
++

2
11 xx

dx ( )( )0,1−∉x . 

         Ответ: ( )
( ) 55

2
15

432
2 +

−−
−

tt
t C

t
t
+

−−
++

215
215ln , где ( )xxxt ++−= 1 . 

55. ∫
++

−+− dx
xx

xxx
32

765
2

34

.    

         Ответ: −++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− 326

2
9

4
9

4
1 223 xxxxx ++1ln

2
53 x  

                                                                             Cxx ++++ 322  ( )1−≠x . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

§ 5.   
 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      При интегрировании тригонометрических функций наряду с алгебраиче-
скими преобразованиями эффективно используются всевозможные тригоно-
метрические преобразования. Все интегралы вычисляются на промежутках 
области определения, где подынтегральные функции определены и непре-
рывны.  
      В простейших случаях интегралы вычисляются непосредственным сведе-
нием их к табличным. Но в большинстве случаев надо знать подходы и осоз-
нанно применять их там, где нужно. Рассмотрим отдельные классы интегра-
лов от тригонометрических функций и общие рекомендации по их вычислению. 
 
 

5.1.  Интегралы вида ( )∫ dxxxR cos,sin  
      Здесь, как и прежде, под R  понимается рациональная функция своих ар-
гументов. Это достаточно широкий класс интегралов, если учесть, что tgx  и 
ctgx  также выражаются через синус и косинус. Интегралы данного вида вы-
числяются следующими методами. 
 

5.1.1.  Метод универсальной подстановки 
      Интегралы ( )∫ dxxxR cos,sin приводятся к интегралам от рациональных 

функций с помощью универсальной тригонометрической подстановки 

2
xtgt =  (или 

2
xctgt = ). Тогда 21

2sin
t
tx

+
= , 2

2

1
1cos

t
tx

+
−

= , 

arctgtx 2= , 21
2

t
dtdx
+

= , и далее интегралы вычисляются соответствую-

щими методами интегрирования рациональных дробей. Обратим ещё раз 

внимание на то, что применение подстановки 
2
xtgt =  возможно только на 
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промежутках, не содержащих точек вида +π nπ2 , где Zn∈  
( )nxn ππππ 22 +<<+− . В дальнейшем это подразумевается. К недос-
таткам этого подхода можно отнести тот факт, что универсальная подстанов-
ка во многих случаях приводит к сложным вычислениям. В частности, этим 
методом можно вычислять интегралы вида 

∫ ++ cxbxa
dx

cossin
. 

      Пример 1. ∫ + 2sin x
dx

. 

      Решение. =
+∫ 2sin x

dx =

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++

=
+

+

+ ∫∫∫
4
3

2
112

1
2
1
2

22

2

2

t

dt
tt

dt

t
t

t
dt

 

Ctarctg +
+

=
3

12
3

2
, где 

2
xtgt = . 

      Пример 2. ( )∫ − xx
xdx

cos1sin
cos

. 

      Решение. Положим 
2
xtgt = , тогда приходим к интегралу  

∫ =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

−
+

+
⋅

+
−

2

2

2

22

2

1
11

1
2

1
2

1
1

t
t

t
t

t
tdt

t
t

∫ ∫ ∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

− dt
t
dtdt

t
t

22

2

2
11

2
1

 

CxtgxctgCt
t

+−−=+−−=
22

1
22

1
22

1
. 

       В некоторых случаях вычисление интегралов данного типа может быть 
упрощено за счёт выбора других, более удачных, подстановок. 
 

      5.1.2.  Случай, когда ( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin −=−  
      Если подынтегральная функция нечётна относительно xsin , т.е. при всех 
x  из области интегрирования верно ( ) =− xxR cos,sin ( )xxR cos,sin−  
то интеграл рационализируется с помощью подстановки xt cos= . 
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      Пример 1. ∫ tgxdx . 

      Решение. =∫ tgxdx ∫ =
x

xdx
cos

sin ( )
∫ =−

x
xd

cos
cos Cx +− cosln ,  

где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

      Пример 2. 
( )
∫

+
x

dxxx
2cos

sinsin 3

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

24
ππ

. 

      Решение. Заметив, что подынтегральная функция 
( )

x
xx

2

2

sin21
sin1sin

−
+

 не-

чётна относительно xsin , сделаем рекомендуемую подстановку xt cos= . 
Тогда 22 1sin tx −= , dtxdx =− sin , и получаем  

( )( ) ( )
=

−
−

=
−

−−
∫∫ 12

2
1cos2
coscos2

2

2

2

2

t
dtt

x
xdx

∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−
dt

t

t

2
12

2
3

2
1

2

2

= −
2
t

 

C
t

t
t

t

dt
+

+

−
−=

−
− ∫

2
1
2

1

ln
24

3
2

2
14

3
2

−=
2

cos x
C

x

x
+

+

−

2
1cos

2
1cos

ln
24

3 . 

      Пример 3. ∫ −+ 7cos12cos4
2sin

2 xx
xdx

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+±≠ Znnx ,2

3
ππ . 

      Решение. Так как подынтегральная функция нечётна относительно xsin , 
то сделаем подстановку xt cos= . Тогда получаем интеграл 

∫ =
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

−

16
4
934

2
2 tt

tdt
 ∫ =

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

4
2
32

1
2

t

tdt ∫ +
−

−
42

1
2u
udu

 

             =
−

+ ∫ 44
3

2u
du

 C
x

x
x +

+

−
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

2
7cos

2
1cos

ln
16
34

2
3cosln

4
1 2

. 
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5.1.3.  Случай, когда ( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin −=−  

      Если подынтегральная функция ( )xxR cos,sin  нечётна относительно 
xcos , т.е. при всех допустимых x  верно равенство 

 ( ) =− xxR cos,sin ( )xxR cos,sin− , 

то рекомендуется подстановка xt sin= . 

      Пример 1. 
( )
∫ +

+
xx
dxxx

42

53

sinsin
coscos

. 

      Решение. Поскольку подынтегральная функция 

 
( )

( )222

42

cos1cos1
coscoscos

xx
xxx

−+−

+
 нечётна относительно косинуса x , то положим 

xt sin= . Получим интеграл ( )Znnx ∈≠ ,π : 
( )( )

=
+
−−

∫ 42

22 21
tt

dttt
  

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+= dt

tt 22 1
621 ( ) Cxarctg

x
x +−− sin6

sin
2sin . 

      Пример 2. ∫ +++ 1sin2sincos
cos

244 xxx
xdx

. 

      Решение. Замечая, что  подынтегральная функция нечётна относительно 
косинуса, положим xt sin= : 

( )
( )

=
+++−

∫ 1sin2sinsin1
sin

2422 xxx
xd

 

∫ +
=

12
1

4t
dt

∫ −
++

+
= dt

tt
t

12
2

24
1

2 ∫ =
+−

− dt
tt

t
12

2
24

1
2

 

+
+−
++

=
1sin2sin
1sin2sinln

28
1

2

2

xx
xx

 

( ) ( )( )1sin21sin2
24

1
−+++ xarctgxarctg C+ . 

 
      5.1.4.  Случай, когда ( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin =−−  

      Если подынтегральная функция ( )xxR cos,sin  чётна относительно си-
нуса и косинуса, т.е. при всех допустимых x  выполняется тождество 
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( ) =−− xxR cos,sin ( )xxR cos,sin , то к цели приводит подстановка 

tgxt = , nxn ππππ
+<<+−

22
 (или ctgxt = , nxn πππ +<< ), где 

Zn∈ . При этом 
21

sin
t

tx
+

= , 
21

1cos
t

x
+

= , arctgtx = , 

21 t
dtdx
+

= . В частности, этим способом можно вычислять тригонометриче-

ские интегралы вида ∫ +⋅+ xcxxbxa
dx

22 coscossinsin
. 

      Пример 1.  ∫ xdxtg 2 . 

      Решение. =∫ xdxtg 2 ∫ =⋅⋅
x

dxxxtg 2
22

cos
cos ( )∫ =

+
tgxd

xtg
xtg
2

2

1
 

( )∫ =
+

−+
= tgxd

xtg
xtg

2

2

1
1)1( ( ) ( )

∫ ∫ =
+

−
xtg

tgxdtgxd 21

( ) CxtgxCtgxarctgtgx +−=+−=  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

.  

Однако проще было поступить следующим образом: 

∫ xdxtg 2 ∫= dx
x
x

2

2

cos
sin

∫
−

= dx
x

x
2

2

cos
cos1

∫ ∫ =−= dx
x

dx
2cos

 

Cxtgx +−= . 

      Пример 2. ∫ −+ xxxx
dx

22 coscossin2sin
. 

      Решение.   

( )∫ ∫ −+
=

−+ 1212cos 222 tgxxtg
dtgx

tgxxtgx
dx

 
( )

( ) ( )∫ =
−+

+
= 22 21

1

tgx

tgxd
 

C
tgx
tgx

+
++
−+

=
21
21ln

22
1 ( )21±−≠tgx . 

      Пример 3. ( )∫ + xxx
xdx

cossincos
sin

2 . 
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      Решение. Поделив одновременно числитель и знаменатель дроби на 
xcos , приходим к интегралу ( )1−≠tgx : 

∫ =⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + x

dx

x
x

x
x

2cos1
cos
sin

cos
sin

( )
=

+∫ tgx
tgxtgxd

1
Ctgxtgx +++− 1ln . 

      Замечание. Любое рациональное выражение ( )vuR ,  аргументов u  и v  
всегда можно представить в виде суммы трёх выражений, рассмотренных в 
пунктах 5.1.1–5.1.3:  

( ) =vuR , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

,,
2

,,
2

,, vuRvuRvuRvuRvuRvuR +−−
+

−−−−
+

−−  

или ( )vuR , = ( )vuR ,1 + ( )vuR ,2 + ( )vuR ,3 , где функция ( )vuR ,1  ― нечётна 

относительно u , функция ( )vuR ,2  ― нечётна относительно v , а функция 

( )vuR ,3  ― чётна относительно u  и v . Поэтому мы рассмотрели весьма об-
щий подход к интегрированию рациональных выражений от тригонометриче-
ских функций. 
 

 
5.2. Интегралы вида ∫ xdxx mn cossin  

5.2.1. Интегралы вида ∫ xdxnsin , ∫ xdxncos  ( )Nn∈  

      Эти интегралы можно вычислять, последовательно понижая степень с 
помощью соответствующих формул:  

( )xx 2cos1
2
1sin 2 −= ,    ( )xx 2cos1

2
1cos2 += ,   

4
3sinsin3sin 3 xxx −

= , 
4

3coscos3cos3 xxx +
= ,  

8
4cos2cos43sin 4 xxx +−

= ,
8

4cos2cos43cos4 xxx ++
=  и др. 

Интегрированием по частям можно вывести общие формулы понижения сте-
пени для интегралов данного вида (см. пример 5). 
      Пример 1. ∫ xdx3sin . 

      Решение. =∫ xdx3sin ( )∫ =− dxxx 3sinsin3
4
1

Cxx ++− 3cos
3
1cos

4
3 .  
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Можно было интегрировать иначе: 

( ) =−∫ xdxx sincos1 2 ( ) ( ) =−− ∫ xdx coscos1 2 Cxx
+− cos

3
cos3

. 

      Пример 2. ∫ xdx4sin . 

      Решение. =∫ xdx4sin ( )∫ =+− dxxx 4cos2cos43
8
1

 

Cxxx ++−= 4sin
32
12sin

4
1

8
3

. Если формулы понижения степени нет 

под рукой, её легко можно вывести или интегрировать постепенно:  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∫ dxx 2

2
2cos1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+−∫ dxxx
2

4cos12cos21
4
1

  

( )∫ +−= dxxx 4cos2cos43
8
1

 и т.д. 

      Пример 3. ∫ xdx5cos . 

      Решение. ∫ xdx5cos ( )∫ =−= xdxx cossin1 22 ( )∫ =− dtt 221  

( )∫ =+−= dttt 4221 =++− Cttt 53

5
1

3
2

+− xx 3sin
3
2sin  

Cx ++ 5sin
5
1

. 

      Пример 4. ∫ xdx6cos . 

      Решение. ( )∫ =dxx 32cos ∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + dxx 3

2
2cos1

 

( )∫ +++= dxxxx 2cos2cos32cos31
8
1 32 ++= xx 2sin

16
3

8
  

∫ +
+

+ dxx
2

4cos1
8
3 ( )∫ =− xdxx 2cos2sin1

8
1 2 ++ xx 2sin

16
3

8
+

16
3x

 

++ x2sin
64
3 ( )∫ ∫ =− xxdxdx 2sin2sin

16
12cos

8
1 2 ++ xx 2sin

4
1

16
5

 

 −+ x4sin
64
3 Cx +2sin

48
1 3 . 

§5. Интегрирование тригонометрических функций 

 

125 

 

      Пример 5. Вывести формулу понижения для интегралов  

=nI ∫ xdxnsin  ( )2, >∈ nNn . 

      Решение. В этом примере эффекта понижения степени удаётся добиться 
путём интегрирования по частям: 

=nI ∫ =− − xxdn cossin 1 +− − xx n 1sincos  

+ ( )∫ =− − xdxxn n 22 cossin1 +− − xx n 1sincos ( ) ( ) nn InIn 11 2 −−−+ − , 

откуда =nI ( )( )xxIn
n

n
n

1
2 sincos11 −

− −− , ,...5,4,3=n  

 
5.2.2. Случай, когда n  и m  –  положительные чётные числа 

      Если оба показателя n  и m  – положительные чётные числа, то, как и в 
предыдущем пункте, применяются формулы понижения для 2-й, 3-й, 4-й и 
т.д. степеней: 

xxx 2sin
2
1cossin = , ( )xx 2cos1

2
1sin 2 −= , ( )xx 2cos1

2
1cos2 += . 

      Пример 1. ∫ xdxx 42 cossin . 

      Решение. =
−

⋅
+

=∫ ∫ dxxxxdxx
2

4cos1
2

2cos1
4
12sincos

4
1 22  

( ) =−−+= ∫ dxxxxx 4cos2cos4cos2cos1
16
1

−+
32

2sin
16

xx
 

−−
64

4sin x ( )∫ =+ dxxx 6cos2cos
32
1

−−+
64

4sin
32

2sin
16

xxx
 

Cxx
+−−

192
6sin

64
2sin

−+=
64

2sin
16

xx Cxx
+−

192
6sin

64
4sin

. 

      Пример 2. ∫ xdxx 24 cossin . 

      Решение. ∫ xdxx 24 cossin ( ) == ∫ xdxxx 22 sincossin  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ dxxx

2
2cos1

2
2sin 2

( ) =−∫ dxxx 2cos12sin
8
1 2  

∫∫ =−= xdxxdxx 2cos2sin
8
12sin

8
1 22 ( )∫ −− dxx4cos1

16
1
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( ) =− ∫ xxd 2sin2sin
16
1 2 Cxxx

+−− 2sin
48
14sin

64
1

16
3 . 

 
       5.2.3.   Случай, когда n  или m  –  натуральное нечётное число 

      Если хотя бы один из показателей n  или m  – натуральное нечётное чис-

ло, то рекомендуемая подстановка xt sin=  (если m  – натуральное нечёт-

ное) или xt cos=  (если  n – натуральное нечётное). При этом используются 

формулы xx 22 sin1cos −= , xx 22 cos1sin −= , а также формулы пони-
жения степени  

4
3sinsin3sin 3 xxx −

= , 
4

3coscos3cos3 xxx +
=  и др. 

      Пример 1. ∫ xdx3sin . 

      Решение. =∫ xdx3sin ( ) =−∫ xdxx sincos1 2 ( ) ( ) =−− ∫ xdx coscos1 2  

Cxx
+−= cos

3
cos3

. 

      Пример 2. dxxx∫ 45 cossin . 

      Решение. =∫ dxxx 45 cossin =− ∫ )(coscossin 44 xdxx  

( ) =−−= ∫ )(coscoscos1 422 xdxx  

( ) ( ) =+−−= ∫ xdxxx coscoscos2cos 864 −+− xx 75 cos
7
2cos

5
1

 

                                                    Cx +−= 9cos
9
1 . 

      Пример 3. dx
xx

x
∫ ⋅ 3

3

coscos
sin . 

      Решение. Приведём интеграл к виду ∫
−

xdxx 3
4

3 cossin  и сделаем под-

становку xt cos= : ( )∫ ∫ =−=−−
−−

dtttdttt )(1 3
4

3
2

3
4

2  

=++=
−

Ctt 3
1

3
5

3
5
3 C

x
x ++

3
3 5

cos
3cos

5
3

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 
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 5.2.4. Случай, когда n  и m  – целые отрицательные числа  
  одной чётности     

      Если n  и m  – целые отрицательные числа одной чётности (оба одновре-
менно чётны либо оба нечётны), то полагают tgxt =  (или ctgxt = ) и при-
меняют формулы  

x
xtg 2

2

cos
11 =+ , =+ xctg 21

x2sin
1

, +x2cos 1sin 2 =x .  

Также бывает иногда полезно понизить степени в знаменателе, представляя 
единицу в числителе дроби как тригонометрическую единицу (или её сте-
пень). 

      Пример 1. ∫ xx
dx

53 cossin
. 

      Решение. 

( )
=

+

=∫ ∫
32

362
3

3

1
1

coscos
cos
sin

xtg
xtg

dtgx

xx
x
x

dx
 

( )
∫

+
=

xtg
dtgxxtg

3

321 ( )
=

+
= ∫ 3

321
u

duu
∫ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++ duuu

uu
3

3 331
 

=++++−= Cuuu
u

42
2 4

1
2
3ln3

2
1

+++− xtgtgx
xtg

2
2 2

3ln3
2

1
 

 + Cxtg +4

4
1

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠ Znnx ,

2
π

. 

      Пример 2. ∫ xx
dx

22 cossin
. 

      Решение.  1-й  способ. =∫ xx
dx

22 cossin
 ∫ =

+ dx
xx
xx

22

22

cossin
cossin

 

∫ ∫ =+=
x

dx
x

dx
22 sincos

Cctgxtgx +−  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠ Znnx ,

2
π

. 

     2-й способ.  В данном случае можно было поступить иначе: 

=∫ xx
dx

22 cossin ∫ =
x

dx
2sin

4
2 ∫ =

x
xd
2sin
)2(2 2 Cxctg +− 22 . 
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      5.2.5. Интегралы вида  ∫ x
dx

nsin
, ∫ x

dx
ncos

( )Nn∈  

      Случай 1=n  рассмотрен в примере 1 настоящего пункта.  
      При 2=n  это известные табличные интегралы  

∫ +−= Cctgx
x

dx
2sin

, Ctgx
x

dx
+=∫ 2cos

.  

      При 2>n  интегралы такого вида сводятся к интегралам вида 5.2.4: 

 =∫ x
dx

nsin ∫
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos

2
sin2

2
1 xx

xd

nnn
∫−=

uu
du

nnn cossin2
1

1 ;  

в  свою  очередь, 

 =∫ x
dx

ncos ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
sin

2
π

π

x

xd

m
∫= u

du
msin

.  

Иногда они вычисляются с помощью формул  

=
x2cos

1 xtg 21+  и xctg
x

2
2 1

sin
1

+= .  

      Интегралы от нечётной натуральной степени секанса или косеканса проще 
всего находятся по рекуррентным формулам понижения: 

                       ∫ ∫ −+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅=

x
dx

nx
x

nx
dx

nnn 12212 cos2
11

cos
sin

2
1

cos
,              ( )1  

                       ∫ ∫ −+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅−=

x
dx

nx
x

nx
dx

nnn 12212 sin2
11

sin
cos

2
1

sin
.            ( )2  

      Пример 1. а) ∫ x
dx

sin
;  б) ∫ x

dx
cos

. 

      Решение. а) При интегрировании функции =ecxcos
xsin

1
 (на проме-

жутках между соседними точками серии Znnx ∈= ,π , где косеканс опре-
делён)  перейдём к тангенсу половинного аргумента: 
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=∫ x
dx

sin ∫ ∫
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

22
cos

2

2
cos

2
sin

2
2 xtgx

xd

xx

xd

∫ +=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= Cxtg
xtg

xtgd

2
ln

2

2 . 

С другой стороны, в этой же ситуации можно было домножить и одновре-

менно разделить выражение 
xsin

1
 на xsin  и перейти к дифференциалу от 

xcos : 

 =∫ x
dx

sin
( )

∫ ∫ =
−

−
=

x
xd

x
xdx

22 cos1
cos

sin
sin ( )

∫ +
+
−

=
−

C
x
x

x
xd

1cos
1cosln

2
1

1cos
cos
2 . 

      б) Умножением и одновременным делением подынтегрального выраже-
ния на xcos  можно вычислить и интеграл от секанса x : 

=∫ x
dx

cos
=∫ x

xdx
2cos

cos ( )
=

−∫ x
xd
2sin1

sin C
x
x

+
−
+

1sin
1sinln

2
1

. 

С другой стороны, при вычислении последнего интеграла можно было при-

бегнуть к введению вспомогательного аргумента 
4
π

 и свести к предыдущему 

интегралу от косеканса ( )0cos ≠x : 

  =∫ x
dx

cos ∫ ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
sin

2

2
sin π

π

π x

xd

x

dx
Cxtg +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

42
ln π

. 

      Пример 2. ∫ x
dx

4sin
. 

      Решение. =∫ x
dx

4sin
( ) ( ) ( )∫ ∫ =+−=− ctgxdxctgctgxd

x
2

2 1
sin

1
 

Cxctgctgx +−−= 3

3
1

 ( )Znnx ∈≠ ,π . 

      Пример 3. ∫ x
dx

4cos
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

      Решение. ( ) ( ) ( )∫ ∫ =+= tgxdxtgtgxd
x

2
2 1

cos
1 Cxtgtgx ++ 3

3
1

.  
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      Пример 4. ∫ x
dx

5sin
. 

      Решение. Применяя рекуррентную формулу ( )2  при 2=n , получим  

=∫ x
dx

5sin ∫+⋅−
x

dx
x
x

34 sin4
3

sin
cos

4
1

.  

Полагая теперь 1=n , по той же формуле имеем  

∫ ∫+⋅−=
x

dx
x
x

x
dx

sin2
1

sin
cos

2
1

sin 23 .  

Так как 

∫ += Cxtg
x

dx
2

ln
sin

, то ∫ =
x

dx
3sin

Cxtg
x

x
++−

2
ln

2
1

sin2
cos

2
, а  

∫ x
dx

5sin
Cxtg

x
x

x
x

++−−=
2

ln
8
3

sin8
cos3

sin4
cos

24
( )Znnx ∈≠ ,π . 

      Пример 5. ∫ x
dx

5cos
. 

      Решение. При 0cos ≠x  имеем ∫ ∫ =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
cos

2
sin

2
16
1

2
sin

2
555 uu

ud

x

xd

π

π

 

∫ =

⋅

=

2
cos

2
cos

2
sin

2
16
1

8

5

5

u
u

u

udtg ( )
∫∫ =

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

dz
z
zudtg

utg

utg

5

42

5

4
2

1
16
1

2
2

2
1

16
1  

∫ =
++++

= dz
z

zzzz
5

8642 4641
16
1

++−− −− zzz ln
8
3

8
1

64
1 24  

=+++ Czz 42

64
1

8
1

Cxtg
x

x
x

x
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

42
ln

8
3

cos8
sin3

cos4
sin

24

π
. 
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 5.2.6. Случай, когда n  и m  –  целые отрицательные числа,  
 причём одно из них нечётное 

      Если n  и m  – целые отрицательные числа, причём одно из них нечётное, 

то полагают xt sin=  (если m  – натуральное нечётное) или xt cos=  (если  

n – натуральное нечётное). Иногда в случае больших степеней n  и m  с це-
лью понижения этих степеней полезно в числителе подынтегральной функ-
ции неоднократно заменить единицу суммой xx 22 cossin +  или даже её 
степенью. 

      Пример. ∫ xx
dx

43 cossin
. 

      Решение.  

( )
∫ ∫ ∫ ∫ =++=

+
x

dx
xx

dx
x

xdxdx
xx
xx

32443

222

sincossin
2

cos
sin

cossin
cossin  

= +
x3cos3

1 ( )
∫

+
xx

dxxx
2

22

cossin
cossin2 ∫ =+

x
dx

3sin
+

x3cos3
1

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

2
ln

cos
12 xtg

x
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+ Cxtg

x
x

2
ln

2
1

sin2
cos

2
+

x3cos3
1

 

Cxtg
x

x
x

++−+
2

ln
2
5

sin2
cos

cos
2

2
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠ Znnx ,

2
π . 

 
      5.2.7.  Случай, когда один из показателей чётный,  

      а другой – целый отрицательный 

      Если n – чётное число, а m  – целое отрицательное число, то можно заме-

нить x2sin  по формуле x2sin x2cos1−= , и в этом случае интеграл сво-

дится к интегралу вида ∫ x
dx

ncos
 ( )Nn∈ . В случае чётного m  и целого 

отрицательного n  аналогично заменяют x2cos  на x2sin1− . Если оба по-
казателя n и m  – чётны, то полагают tgxt = . Если оба показателя степени 
отрицательны, то с целью понижения этих степеней иногда рекомендуется 
заменить единицу в числителе подынтегральной функции суммой 

xx 22 cossin +  или её степенью. 

      Пример 1. ∫ dx
x
x

5

4

cos
sin

. 
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      Решение. 
( )
∫ ∫ ∫ ∫ =+−=

−
x

dx
x

dx
x

dxdx
x
x

coscos
2

coscos
cos1

355

22

 

x
x

x
x

24 cos8
sin5

cos4
sin

−= + Cxtg +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

42
ln

8
3 π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

      Пример 2. ∫ dx
x
x

6

2

cos
sin

. 

     Решение. Полагая tgxt = , находим =∫ x
dx

x
x

24

2

coscos
sin ( ) =+∫ dttt 122  

=++= Ctt
35

35

 Cxtgxtg
++

35

35

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

      Пример 3. ∫ dx
xx

dx
2cossin

. 

      Решение. ∫ dx
xx

dx
2cossin

=
+

= ∫ dx
xx

xx
2

22

cossin
sincos

 

 
( )

∫∫ =−=
x
xd

x
dx

2cos
cos

sin
C

x
xtg ++

cos
1

2
ln  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠ Znnx ,

2
π

. 

 
      5.2.8.   Случай, когда один из показателей нечётный,  

      а другой – целый отрицательный. 

      Если n – нечётное число, а m – целое отрицательное число, то полагают 

xt cos=  и применяют формулу  x2sin x2cos1−= . В случае, когда m  – 

нечётное, а n  – целое отрицательное число, полагают xt sin=  и применяют 

формулу =x2cos x2sin1− . 

      Пример. ∫ dx
x
x

2

7

cos
sin

. 

      Решение. 
( )

=
−

−=− ∫∫ x
xdx

x
xxd

2

32

2

6

cos
coscos1

cos
cossin

 

=
−+−

−= ∫ du
u

uuu
2

642 331
=++−+ Cuuu

u
53

5
131

 

      Cxxx
x

++−+= 53 cos
5
1coscos3

cos
1

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 
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5.3.  Интегралы вида ∫ bxdxax cossin , ∫ bxdxax sinsin ,    

∫ bxdxax coscos , а также ∫ ⋅⋅ cxdxbxax sinsinsin  и др. 

      Эти интегралы находятся с помощью тригонометрических формул преоб-
разования произведений синусов и косинусов в суммы (разности):  

( ) ( )( )βαβαβα ++−⋅=⋅ sinsin
2
1cossin , 

( ) ( )( )βαβαβα +−−⋅=⋅ coscos
2
1sinsin , 

( ) ( )( )βαβαβα ++−⋅=⋅ coscos
2
1coscos . 

   Пример 1. ∫ xdxx 3cos5sin . 

   Решение. ( )∫ +−−=+ Cxxdxxx 2cos
4
18cos

16
12sin8sin

2
1

. 

      Пример 2. ∫ xdxx 3sin7sin . 

      Решение. ( )∫ +−=− Cxxdxxx 10sin
20
14sin

8
110cos4cos

2
1

. 

      Пример 3. ∫ xdxx cos3cos . 

      Решение. ( )∫ ++=+ Cxxdxxx 2sin
4
14sin

8
12cos4cos

2
1

. 

      Пример 4. ∫ ⋅⋅ dxxxx
3

sin
2

sinsin . 

      Решение. Имеем ∫ =⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dxxxx

3
sin

2
3cos

2
cos

2
1

 

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−= dxxxxx

6
11sin

6
7sin

6
5sin

6
sin

4
1

 

+−−=
6

7cos
14
3

6
5cos

10
3

6
cos

2
3 xxx Cx

+
6

11cos
32
3

. 
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5.4. Интегралы вида ∫ xdxtg n , ∫ xdxctg n  ( )Nn∈  

      Случаи 1=n  и 2=n  рассмотрены ниже в примерах 1 и 2. При 2>n  

указанные интегралы вычисляются с помощью формул 1
cos

1
2

2 −=
x

xtg  и 

1
sin

1
2

2 −=
x

xctg , которые последовательно понижают степень тангенса 

или котангенса. 

      Пример 1. ∫ tgxdx . 

      Решение. =∫ tgxdx ∫ =
x

xdx
cos

sin ( )
∫ =−

x
xd

cos
cos Cx +− cosln . 

      Пример 2.  ∫ xdxtg 2 . 

      Решение. ∫ xdxtg 2 ∫= dx
x
x

2

2

cos
sin

=
−

= ∫ dx
x

x
2

2

cos
cos1

  

               ∫ ∫ =−= dx
x

dx
2cos

Cxtgx +− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

      Пример 3. ∫ xdxtg 7 . 

      Решение. =−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∫ ∫ ∫ xdxtgxdtgxtgdx

x
xtg 55

2
5 1

cos
1

 

= −xtg 6

6
1

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dx

x
xtg 1

cos
1

2
3 −xtg 6

6
1

∫ ∫ =+ xdxtgxdtgxtg 33   

−= xtg 6

6
1

+xtg 4

4
1

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dx

x
tgx 1

cos
1

2 −xtg 6

6
1

+xtg 4

4
1

 

∫ ∫ =−+ tgxdxtgxdtgx −xtg 6

6
1

+xtg 4

4
1

∫ =+
x
xdxtg

cos
cos

2
1 2  

−= xtg 6

6
1

+xtg 4

4
1 Cxxtg ++ cosln

2
1 2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 
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5.5. Интегралы вида ∫ ⋅
x

dxxtg m
n

cos
, ∫ ⋅

x
dxxctg m

n

sin
,  

где Rn∈ , m – чётное натуральное число 

      Такие интегралы находятся аналогично рассмотренным в предыдущем 
пункте с помощью формул  

xtg
x

2
2 1

cos
1

+=  и =
x2sin

1 xctg 21+   

с последующей заменой tgxt =  или, соответственно, ctgxt = . 

      Пример. ∫ ⋅
x

dxxtg 6
4

cos
. 

      Решение. =⋅∫ x
dxxtg 6

4

cos
( ) =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅∫ tgxd

x
xtg

2

2
4

sin
1

 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= ∫ tgxd

x
xtg

2

2
4

sin
1

 ( ) ( ) =+∫ tgxdxtgxtg 224 1   

( ) ( )++= ∫∫ tgxdxtgtgxxdtg 64 2 ( ) =∫ tgxxdtg 8   

Cxtgxtgxtg +++= 975

9
1

7
2

5
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ . 

 

5.6. Интегралы вида ∫ + xbxa
dx

cossin
, ∫ ++ cxbxa

dx
cossin

 

      1. При вычислении интегралов вида ∫ + xbxa
dx

cossin
 можно было бы 

сделать универсальную подстановку 
2
xtgt = . Однако проще сначала преоб-

разовать подынтегральную функцию методом введения вспомогательного 
аргумента: 

( )ϕ++
=

+ xbaxbxa sin
1

cossin
1

22
, 

где  

22
sin

ba
b
+

=ϕ , 
22

cos
ba

a
+

=ϕ ,  
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и положить далее 
2
ϕ+

=
xtgt . Тогда 21

2
t

dtdx
+

= , ( ) 21
2sin

t
tx

+
=+ϕ  и, 

следовательно, приходим к интегралу 

=⋅
+

∫ t
dt

ba 22

1
=+⋅

+
Ct

ba
ln1

22
Cxtg

ba
+

+
⋅

+ 2
ln1

22

ϕ
. 

       2. Интегралы вида ∫ ++ cxbxa
dx

cossin
 вычисляются универсальной 

подстановкой 
2
xtgt = . Тогда arctgtx 2= , 21

2
t

dtdx
+

= , 21
2sin

t
tx

+
= , 

2

2

1
1cos

t
tt

+
−

=  и интеграл сводится к интегралу от рациональной функции.  

      Пример 1. ∫ + xx
dx

cossin3
. 

      Решение. 1-й способ: ∫ + xx
dx

cossin3 ( )∫ +
=

ϕx
dx

sin10
, где  

10
1arcsin=ϕ . Положим 

2
ϕ+

=
xtgt , тогда 21

2
t

dtdx
+

= , 

( ) 21
2sin

t
tx

+
=+ϕ  и, следовательно, ( )∫ =

+ϕx
dx

sin10
1

 

∫ =

+

+=

2

2

1
2

1
2

10
1

t
t
t

dt

∫ =
t
dt

10
1

=+Ctln
10
1 Cxtg +

+
2

ln
10
1 ϕ

, 

 где 
10
1arcsin=ϕ  ( )( )0sin ≠+ϕx . 

      2-й  способ: ∫ + xx
dx

cossin3 ∫ =
−+

=

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin6 22 xxxx

dx
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∫ =
−+

=

2
cos)

2
1

2
6( 22 xxtgxtg

dx ∫ =
−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
1

2
6

2

22
2 xtgxtg

xtgd
 

∫ =
−−

−=
10)3(

2 2t
dt

=+
+−
−−

− C
t
t

103
103ln

10
1

 

C
xtg

xtg
+

+−

−−
−=

103
2

103
2ln

10
1  ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠≠+ 0

2
cos;0sin xx ϕ . 

      Пример 2. ∫ +1sin x
dx

. 

      Решение. Помимо метода универсальной подстановки, этот интеграл 
можно также вычислить следующим образом:  

=
+∫ 1sin x

dx
∫ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
x

xd

2
cos1

2
π

π

,
22

24
cos

24
2

∫ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− Cxtg
x

xd
π

π

π

     

где Znnx ∈+−≠ ,2
2

ππ
. 

      Пример 3. ∫ ++ xx
dx

cossin3
.  

      Решение. Применив универсальную подстановку 
2
xtgt = , придём к ин-

тегралу  

∫ =

+
−

+
+

+

+

2

2

2

2

1
1

1
23

1
2

t
t

t
t

t
dt

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++ ∫∫ 222

2
7

2
12

t

dt
tt

dt
 

=+
+

= Ctarctg
7

12
7

2
C

xtg
arctg +

+

7

1
2

2

7
2  ( )Znnx ∈+≠ ,2ππ . 
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5.7. Интегралы вида ∫ +⋅+ xcxxbxa
dx

22 coscossinsin
 

      Для вычисления интеграла ( )0≠ac  перейдём в нём к ( )tgxd : 

=
+⋅+∫ xcxxbxa

dx
22 coscossinsin

=
++∫ xcbtgxxatg

dx
22 cos)(

 

( )
∫ =

++
=

cbtgxxatg
tgxd

2  ∫ ++ cbtat
dt

2 , где tgxt = . Таким образом, полу-

чили интеграл, вычисление которого рассматривалось в п.3.2. 

      Пример. ∫ −+ xxxx
dx

22 coscossin2sin
. 

      Решение.  ( ) =
−+

=
−+∫ ∫ 1212cos 222 tgxxtg

dtgx
tgxxtgx

dx
 

( )
( ) ( )∫ =

−+

+
= 22 21

1

tgx

tgxd C
tgx
tgx

+
++
−+

21
21ln

22
1

 ( )21±−≠tgx . 

 

  5.8. Интегралы вида  ( ) ( )∫ ++ bxax
dx

sinsin
,    

( ) ( )∫ ++ bxax
dx

coscos
, а также ( ) ( )∫ ++ bxax

dx
cossin

( )ba ≠  

      Для вычисления интеграла ( ) ( )∫ ++ bxax
dx

sinsin
используется искусст-

венный приём умножения и одновременного деления подынтегральной 
функции на одно и то же выражение ( )ba −sin  с последующим разбиением 

интеграла на разность двух интегралов ( ) ( )( )0sinsin ≠++ bxax : 

( ) ( ) =++∫ bxax
dx

sinsin ( )
( ) ( )( )
( ) ( )∫ =

++
+−+

−
dx

bxax
bxax

ba sinsin
sin

sin
1

  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫ =
++

++−++
−

= dx
bxax

bxaxbxax
ba sinsin

sincoscossin
sin

1
 

( )
( )
( )

( )
( ) =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−
+
+

−
= ∫ ∫ dx

ax
axdx

bx
bx

ba sin
cos

sin
cos

sin
1
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( )
( )
( ) C

ax
bx

ba
+

+
+

−
=

sin
sinln

sin
1

. 

      Аналогично вычисляется интеграл ( ) ( ) =++∫ bxax
dx

coscos
 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )∫ =

++
+−+

−
= dx

bxax
bxax

ba coscos
sin

sin
1

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫ =
++

++−++
−

= dx
bxax

bxaxbxax
ba coscos

sincoscossin
sin

1
 

( )
( )
( )

( )
( ) =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−
+
+

−
= ∫ ∫ dx

bx
bxdx

ax
ax

ba cos
sin

cos
sin

sin
1

 

( )
( )( )
( )

( )( )
( ) =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

+
+
+

−
−

= ∫ ∫ dx
bx
bxddx

ax
axd

ba cos
cos

cos
cos

sin
1

 

( )
( )
( ) C

ax
bx

ba
+

+
+

−
=

cos
cosln

sin
1

. 

      Интегралы вида ( ) ( )∫ ++ bxax
dx
cossin

 с помощью формул приведения 

приводятся к одному из предыдущих видов, например 

( ) ( ) =++∫ bxax
dx
cossin ( ) ( )

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+

∫
bxax

dx

2
sinsin π

 

( )
∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

−=
)

2
(sinsin πbxax

dx
 и т.д. 

      Пример. ∫ − xx
dx

cos)1sin(
.  

      Решение. Преобразуем интеграл согласно приведённой выше схеме и вы-
числим его ( )( )0cos1sin ≠⋅− xx : 

∫ − xx
dx

cos)1sin( ∫ =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=
xx

dx

2
sin)1sin( π
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=
( )

∫ =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

dx
xx

xx

2
sin)1sin(

2
1sin

1
2

sin

1
π

π

π
 

( ) ( )
∫ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

= dx
xx

xxxx

2
sin)1sin(

2
sin1cos

2
cos1sin

1cos
1

π

ππ

 

( )
( )∫ =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= dx
x
x

x

x

1sin
1cos

2
sin

2
cos

1cos
1

π

π
( )
( )∫ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+ dx
x
x

x
x

1sin
1cos

cos
sin

1cos
1  

( ) ( )( )
( ) =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+
−

= ∫ ∫ 1sin
1sin

cos
cos

1cos
1

x
xd

x
xd

 

( )( ) =+−+−= Cxx 1sinlncosln
1cos

1 ( ) C
x

x
+

−
cos

1sinln
1cos

1
. 

 

      5.9. Интегралы вида ∫ − ax
dx

sinsin
, ∫ − ax

dx
coscos

, ∫ − ax
dx

cossin
 

      При вычислении интеграла ∫ − ax
dx

sinsin
 умножим и разделим подын-

тегральную функцию на acos  и затем воспользуемся тождествами 

2
cos

2
sin2sinsin axaxax +

⋅
−

=−  и ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

=
22

coscos axaxa : 

 =
−∫ ax
dx

sinsin ∫ =
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

dx
axax

axax

a
2

cos
2

sin

22
cos

cos2
1

 

∫ =
+−

+
⋅

−
+

+
⋅

−

= dx
axax

axaxaxax

a
2

cos
2

sin

2
sin

2
sin

2
cos

2
cos

cos2
1
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∫ =
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+
−

−

= dx
ax

ax

ax

ax

a
2

cos

2
sin

2
sin

2
cos

cos2
1

 

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅= ∫ ∫
2

cos

2
cos

2
sin

2
sin

cos
1

ax

axd

ax

axd

a
 

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

−
⋅= Caxax

a 2
cosln

2
sinln

cos
1 C

ax

ax

a
+

+

−

2
cos

2
sin

ln
cos

1
 

( )axa sinsin,0cos ≠≠ . 

      При вычислении интеграла ∫ − ax
dx

coscos
 поступаем аналогично: ум-

ножим и разделим подынтегральную функцию на asin  и затем воспользу-
емся тождествами  

2
sin

2
sin2coscos axaxax +

⋅
−

−=−  и ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

=
22

sinsin axaxa : 

 =
−∫ ax
dx

coscos ∫ =
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− dx
axax

axax

a
2

sin
2

sin

22
sin

sin2
1

 

∫ =
+

⋅
−

+
⋅

−
−

+
⋅

−

−= dx
axax

axaxaxax

a
2

sin
2

sin

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

sin2
1

 

∫ =
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−
+

+

−= dx
ax

ax

ax

ax

a
2

sin

2
cos

2
sin

2
cos

sin2
1
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=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅= ∫ ∫
2

sin

2
sin

2
sin

2
sin

sin
1

ax

axd

ax

axd

a
 

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

−
⋅= Caxax

a 2
sinln

2
sinln

sin
1

C
ax

ax

a
+

+

−

2
sin

2
sin

ln
sin

1  

( )axa coscos,0sin ≠≠ . 

      Случай ∫ − ax
dx

cossin
приводится к одному из двух рассмотренных вы-

ше при помощи формул приведения:  

∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− ax

dx

2
sinsin π

 или ∫
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ax

dx

cos
2

cos π
. 

      Пример. ∫ − 5sinsin x
dx

. 

      Решение. Имеем =
−∫ 5sinsin x
dx

=
+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

∫ dx
xx

xx

2
5cos

2
5sin

2
5

2
5cos

5cos2
1  

=
+−

+−
+

+−

= ∫ dx
xx

xxxx

2
5cos

2
5sin

2
5sin

2
5sin

2
5cos

2
5cos

5cos2
1

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+
−

−

= ∫ dx
x

x

x

x

2
5cos

2
5sin

2
5sin

2
5cos

5cos2
1  

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ∫ ∫
2

5cos

2
5cos

2
5sin

2
5sin

5cos
1

x

xd

x

xd
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=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

−
= Cxx

2
5cosln

2
5sinln

5cos
1 C

x

x

+
+

−

2
5cos

2
5sin

ln
5cos

1
. 

 

5.10. Интегралы вида ∫ +
+

dx
xbxa
xbxa

cossin
cossin 11 ,   

     ∫ ++
++

dx
cxbxa
cxbxa

cossin
cossin 111 , ∫ +

++ dx
xbxa

xcxxbxa
cossin

coscossin2sin 2
11

2
1  

      1.  При вычислении интегралов вида ∫ +
+ dx

xbxa
xbxa

cossin
cossin 11  представим 

числитель ( )xbxa cossin 11 +  в виде линейной комбинации знаменателя 

( )xbxa cossin +  и его производной ( )xbxa sincos − : 

      ( ) ( )xbxaBxbxaAxbxa sincoscossincossin 11 −++=+ , 

где A  и B  – постоянные. Найдём A  и B  методом неопределённых коэф-
фициентов. Два линейных тригонометрических многочлена относительно 
функций xsin  и xcos  тождественно равны тогда и только тогда, когда рав-
ны их коэффициенты при xsin  и xcos . Поэтому для нахождения коэффи-
циентов имеем систему:  

⎩
⎨
⎧

+=
−=

BaAbb
BbAaa

1

1 , откуда определяем 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

=

+
+

=

.22
11

22
11

ba
baabB

ba
bbaa

A
 

      Подставляя полученное разложение под знак интеграла, находим 
( )0cossin ≠+ xbxa : 

( ) ( )
∫ =

+
−++ dx

xbxa
xbxaBxbxaA

cossin
sincoscossin

 

( )
∫ =

+
−

+=
xbxa
dxxbxaBAx

cossin
sincos

 

( )
=

+
+

+= ∫ xbxa
xbxadBAx

cossin
cossin CxbxaBAx +++ cossinln . 

      Пример 1. ∫ +
− dx

xx
xx

cos5sin4
cos3sin

. 
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      Решение. Представим числитель в подынтегральной дроби в виде: 

( ) ( )xxBxxAxx sin5cos4cos5sin4cos3sin −++=− . 

Отсюда имеем систему 
⎩
⎨
⎧

+=−
−=

BA
BA
453

541
, из которой находим 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

.4117
4111

B
A  

Подставляя найденные коэффициенты, получим: =
+
−

∫ dx
xx

xx
cos5sin4

cos3sin
 

( )
=

+
+

−−= ∫ ∫ xx
xxddx

cos5sin4
cos5sin4

41
17

41
11 Cxxx ++−− cos5sin4ln

41
17

41
11 . 

 
    2. Аналогичный подход используется и при вычислении интегралов вида  

∫ ++
++ dx

cxbxa
cxbxa

cossin
cossin 111 .  

А именно, представим числитель дроби в виде: 

 =++ 111 cossin cxbxa ( )+++ cxbxaA cossin ( ) CxbxaB +− sincos , 

откуда, приравнивая коэффициенты при xx cos,sin  и свободные члены, находим  

22
11

ba
bbaa

A
+
+

= , 22
11

ba
baab

B
+
−

= , AccC −= 1 .  

Подставляя в интеграл, окончательно получаем: =
++
++

∫ dx
cxbxa
cxbxa

cossin
cossin 111  

∫ ++
++++=

cxbxa
dxCcxbxaBAx

cossin
cossinln ,  

где последний интеграл вычисляется универсальной подстановкой  

2
xtgt = , ( ) ( )ππ 1212 +<<− nxn , Zn∈ . 

      Пример 2. ∫ +−
−+ dx

xx
xx

2cossin
1cossin2

. 

      Решение. Представим числитель ( )1cossin2 −+ xx  в виде линейной ком-

бинации знаменателя ( )2cossin +− xx , его производной ( )xx sincos +  и 
константы: 

Axx =−+ 1cossin2 ( )2cossin +− xx + B ( )xx sincos + C+ . 
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Для нахождения коэффициентов BA,  и C  получаем систему:    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=−
+−=
+=

CA
BA

BA

21
1
2

, откуда 
2
1

=A , 
2
3

=B , 2−=C .  

Поэтому имеем 

=
+−
−+

∫ dx
xx
xx

2cossin
1cossin2

∫ +dx
2
1

∫ −
+−

+ dx
xx

xx
2cossin

sincos
2
3

 

=
+−

− ∫ 2cossin
2

xx
dx

−+−+ 2cossinln
2
3

2
xxx

 

∫ =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−

−

2
cos

2
sin2

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin2

2
2222 xxxxxx

dx
 

−+−+= 2cossinln
2
3

2
xxx

∫ =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1
2

2
2

3
2

cos

24
22 xtgxtgx

xd
 

−+−+= 2cossinln
2
3

2
xxx C

xtg
arctg +

+

2

1
2

3
22 . 

 

      3.  Этот же приём используется при вычислении интегралов вида 

                         ∫ +
++ dx

xbxa
xcxxbxa

cossin
coscossin2sin 2

11
2

1 . 

Для этого запишем числитель дроби, стоящей под знаком интеграла, в виде сле-
дующей линейной комбинации 
      =++ xcxxbxa 2

11
2

1 coscossin2sin  

                             ( )( ) ( )xxCxBxAxbxa 22 cossinsincoscossin ++−+= , 

откуда, приравнивая коэффициенты при x2sin , x2cos  и xx cossin , полу-
чим систему уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=
+−=

CAbc
bBaAb
CaBa

1

1

1

2 ,  
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решая которую находим  

 
( )

22
111 2

ba
abacbA

+
+−

= ,
( )

22
111 2

ba
bbacaB

+
−−

= ,
22

1
2

1
2

1 2
ba

abbacba
C

+
−+

= .  

Подставляя найденные коэффициенты в интеграл, получаем 

=
+

++
∫ dx

xbxa
xcxxbxa

cossin
coscossin2sin 2

11
2

1  

∫ +
++=

xbxa
dxCxBxA

cossin
cossin , где 0cossin ≠+ xbxa . 

      Пример 3. ∫ −
++ dx
xx

xxxx
cos2sin

cos5cossin3sin2 22

. 

      Решение. Представим числитель в виде: 

( )( )+−−=++ xxxBxAxxxx cos2sinsincoscos5cossin3sin2 22                                                                

+ ( )xxC 22 cossin + . 
Для нахождения коэффициентов BA,  и C  имеем систему:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
+=
+−=

CA
BA
CB

25
23

2
, откуда 

5
3

−=A , 
5
9

=B , 
5

19
=C .  

Поэтому  

∫ −
++ dx
xx

xxxx
cos2sin

cos5cossin3sin2 22

=  

=
−

+−= ∫ xx
dxxx

cos2sin5
19sin

5
3cos

5
9

 

=
−+

+−= ∫
2

2
2

2
2

2
2

5
19sin

5
3cos

5
9

2 xtgxtg

xdtg
xx  

C
xtg

xtg
xx +

++

−+
+−=

2
5

2
1

2

2
5

2
1

2ln
55

19sin
5
3cos

5
9 . 
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 5.11.  Интегрирование по частям 
      Часто в ситуациях, когда под знаком интеграла помимо тригонометрической 
функции находится функция другого типа (многочлен, логарифмическая или 
показательная функции и др.), для вычисления интеграла применяется метод 
интегрирования по частям. 
      Пример 1. ( )∫ dxx2cos . 

      Решение. Положим xt = , откуда 2tx = , tdtdx 2= . Тогда 

=I ( )∫ dxx2cos ∫ == tdtt 2cos2 ( )∫ =+ dttt 2cos1 +
2

2t
∫ ⋅ tdtt cos .  

Последний интеграл вычисляется интегрированием по частям. 

=I +
2

2t
∫ ⋅ tdtt cos = ttt 2sin

2
1

2

2

+ =++ Ct2cos
4
1

 

( )++= xxx 2sin
2
1

2
( ) Cx +2cos

4
1

 ( )0≥x . 

      Пример 2. ∫ x
xdxx

3sin
cos

. 

      Решение. ∫ x
xdxx

3sin
cos

=
( )

=∫ x
xxd

3sin
sin

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∫ x

xd 2sin2
1

 

∫ =+−=
x

dx
x

x
22 sin2

1
sin2

Cctgx
x

x
+−−

2
1

sin2 2  ( )Znnx ∈≠ ,π . 

      Пример 3. ( )∫ − xdxx 2cos12 2 . 

      Решение. Разобьём интеграл на два интеграла и проинтегрируем первый из 
них по частям  

( )∫ − xdxx 2cos12 2 ∫ ∫ =−= xdxxdxx 2cos2cos2 2  

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅= ∫ xdxxxx 22sin

2
12sin

2
12 2 =x2sin

2
1

 

2
2
12sin 2 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅= xx =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ∫ xdxxx 2cos

2
1

2
2cos  

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅= xxxx 2cos

2
12sin 2 =+Cx2sin

2
1

 

( ) Cxxxx ++−⋅= 2cos12sin 2 . 
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      Пример 4. ∫ ⋅ xdxtgx 2 . 

      Решение. ∫ ⋅ xdxtgx 2 ( ) ( ) ( ) =−−−=−= ∫∫ dxxtgxxtgxxxtgxxd  

                = ++−⋅ xxtgxx cosln
2

2

 C  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

      Пример 5. ∫ ⋅ xdxtgx 4 . 

      Решение. Проинтегрируем по частям, положив xdxtgdvxu 4, == . В дан-

ном случае вид функции ( )xv  не очевиден, поэтому, чтобы найти её, вычислим 
отдельно интеграл 

∫ ∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= xdxtg

x
xdxtg 2

2
4 1

cos
1 ( )∫ ∫ =− xdxtgtgxxdtg 22  

∫ =
−

−= dx
x

xxtg
2

23

cos
cos1

3 ∫ ∫ =+− dx
x

dxxtg
2

3

cos3 1

3

3
Cxtgxxtg

++− . 

Возьмём в качестве ( )xv = xtgxxtg
+−

3

3

 и продолжим интегрирование: 

∫ ⋅ xdxtgx 4 ∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= dxxtgxxtgxtgxxtgx

33

33

 

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= xtgxxtgx

3

3 ( )
∫ ∫ =−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2cos
cos1

cos
1

3
1 2

2

x
x
xdtgxdx

x
 

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= tgxxtgx

3

3

( )∫ −tgxtgxd
3
1 ( )

∫ x
xd

cos
cos

3
1 ( )

=+− ∫ 2cos
cos 2x

x
xd

 

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= tgxxtgx

3

3

Cxxxtg
++−

2
cosln

3
4

6

22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

 
5.12.  Другие подстановки и подходы к интегрированию 

      В заключение параграфа рассмотрим примеры интегрирования тригономет-
рических функций достаточно общего вида, не укладывающихся ни в одну из 
рассмотренных выше стандартных схем. Для них применяются всё те же приё-
мы: разнообразные подстановки и преобразования подынтегральной функции. 
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      1. Понижение степени. Иногда, если это не нарушает рациональности по-
дынтегрального выражения в интегралах вида ( )∫ dxxxR cos,sin , полезно 

понизить степени xsin  и xcos , используя переход к кратным углам или иным 
способом. 

      Пример 1. ∫ + xx
dx

66 cossin
. 

      Решение. Применяя формулы понижения степени 
2

2cos1cos2 xx +
= , 

2
2cos1sin 2 xx −

= , имеем ( )xxx 2cos31
4
1sincos 266 +=+ . Полагая 

xtgt 2= , находим =
+∫ xx
dx

66 cossin
 

∫ ∫ =+=
+

=
+

= Ctarctg
t

dt
x

dx
24

2
2cos31

4
22 Cxtgarctg +

2
2

. 

 
       2. Использование алгебраических и тригонометрических преобразований. 

      Пример 2. dx
xx

xx
∫ + cossin

cossin
. 

      Решение. Пользуясь тождеством ( )
2
1cossin

2
1cossin 2 −+= xxxx , на-

ходим ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+−≠ Znnx ,

4
ππ

:  

=
+∫ dx

xx
xx

cossin
cossin ( )∫ −+ dxxx cossin

2
1

=
+∫ xx
dx

cossin2
1

  

( )−−= xx cossin
2
1 Cxtg +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

82
ln

22
1 π

 . 

      Пример 3. dx
x

x
∫ + 2sin2

sin
. 

      Решение. Используя тождественные преобразования, получаем 

dx
x

x
∫ + 2sin2

sin ( )
( )∫ +

++

+
−=

2cossin1

cossin
2
1

xx

xxd
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( )
( )∫

−−

−
+

2cossin3

cossin
2
1

xx

xxd ( )++++−= xxx 2sin2cossinln
2
1

  

Cxx
+

−
+

3
cossinarcsin

2
1

. 

      Пример 4. ∫ −
dx

x
x

cos1
sin 5

. 

      Решение.  Если знаменатель дроби тригонометрического вида содержит вы-
ражение xcos1±  ( xsin1± ), то иногда бывает целесообразно одновременно 
домножить числитель и знаменатель этой дроби на выражение xcos1m  (соот-
ветственно, xsin1m ), и затем упростить знаменатель по основному тригоно-
метрическому тождеству. 

=
−∫ dx

x
x

cos1
sin 5 ( )

∫ =
+−

+ dx
xx

xx
)cos1)(cos1(

cos1sin 5 ( )
∫ =

−
+ dx

x
xx

2

5

cos1
cos1sin

 

( )
∫ =

+
= dx

x
xx

2

5

sin
cos1sin ( ) =+∫ dxxx cos1sin 3 ∫ xdx3sin + 

( ) =+ ∫ xxd sinsin 3 ( )∫ =+−
4

sin3sinsin3
4
1 4 xdxxx  

Cxxx +++−=
4

sin3cos
3
1cos

4
3 4

 ( )Znnx ∈≠ ,2π . 

 
      3. Использование нестандартных подстановок 

      Пример 5. ∫ + x
xdx
sin41

cos
. 

      Решение. Положим xt sin41+= , тогда xt sin412 += , =xdxcos  

tdt
2
1

=  и получаем  

∫ + x
xdx
sin41

cos CxCtdt ++=+== ∫ sin41
2
1

22
1

. 

      Пример 6. ∫ + xx
dx

cos1sin
. 
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      Решение. Произведя подстановку xt cos1+= , находим 

∫ + xx
dx

cos1sin ( ) =−
= ∫ 2

2 22 tt
dt

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

++ dt
t

DCt
t
B

t
A

222 ,  

где методом неопределённых коэффициентов находим ,1,0 −== BA  

1,0 == DC . Таким образом, имеем 

∫ + xx
dx

cos1sin
=+

+
−

+= C
t
t

t 2
2ln

22
11

+
+ xcos1

1
 

C
x
x
+

++
+−

+
cos12
cos12ln

22
1  ( )Znnx ∈≠ ,π . 

      Пример 7. ∫ dx
tgxx
x

2

2

cos
sin

. 

      Решение. Произведём замену переменной интегрирования, полагая 
tgxt = , где Znnxn ∈+<< ,2 ππ π . Тогда приходим к интегралу  

( )∫ dxtgx 2
3

=
+

−=
+

= ∫ ∫ 44

4

1
22

1
2

t
dttdt

t
t

 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
−

−
++

+
−= ∫ dt

tt
t

tt
tt

12
2

22
1

12
2

22
122

22
 

( ) +

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++
+

++

+
−= ∫ ∫

21222
1

12
2
2

2
12 22 t

dtdt
tt

t
t  

( ) −=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−

+−

−
+ ∫ ∫ t

t

dtdt
tt

t
2

21222
1

12
2
2

2
1

22

+
+−
++

−
12
12ln

24
1

2

2

tt
tt ( ) ( )( )1212

22
1

−++ tarctgtarctg + C , 

       где tgxt = . 



Хорошилова Е.В. Неопределённый интеграл 
 

 

152 

      Пример 8. ∫
− x

xdx
4cos3

2sin
. 

      Решение. Произведём подстановку xt 2cos= , тогда  dtxdxx =− sincos2 ,  
т.е. dtxdx −=2sin . Переходя к новой переменной, получаем 

∫
− x

xdx
4cos3

2sin CxCt

t

dt
+−=+−=

−
−= ∫ 3

cosarcsin
3

arcsin
3

2

2
. 

 
 

     Задачи для самостоятельного решения 
      Вычислить неопределённые интегралы: 

 1. ( )∫ + dxctgxtgx 2 .                         Ответ: Cctgxtgx +−  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠ Znnx ,

2
π

. 

 2. ∫ x
dx

3sin
.                                         Ответ: Cxtg +

2
3ln

3
1

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠ Znnx ,

3
π

. 

 3. ∫ + x
dx
cos1

.                                         Ответ: Cxtg +
2

 ( )Znnx ∈+≠ ,2ππ . 

 4. ∫ + x
dx
cos45

.                                                       Ответ: Cxtgarctg +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

23
1

3
2

. 

 5. ∫ + x
dx
sin3

.                                                     Ответ: C

xtg
arctg +

+

22

1
2

3

2
1

. 

 6. ∫ + xx
dx

cossin
.    Ответ: Cxtg +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

82
ln

2
1 π

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+−≠ Znnx ,

4
ππ

. 

 7. ∫ ++ 6cos2sin xx
dx

.                                Ответ: C

xtg
arctg +

+

31

1
2

4

31
2

. 

 8. ∫ ++ xx
dx

cossin2
.                                         Ответ: C

xtg
arctg +

+

2

1
22 . 

 9. ∫ + x
xdx
cos61

sin
.                           Ответ: Cx ++− cos61

3
1

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −>

6
1cos x . 
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10. ∫ tgx
dx

 ( )0>tgx  . 

                            Ответ: 
2

1
12
12ln

22
1

2

2

−
+−
++

tt
tt C

t
tarctg +
−1
2

2 , tgxt = . 

11. ∫ xdxx 2cos3sin .                                             Ответ: Cxx
+−−

2
cos

10
5cos

. 

12. ∫ xdxx 2cos4cos .                                       Ответ: Cxx ++ 2sin
4
16sin

12
1

. 

13. ∫ xdxxx 3cos2coscos .  

                                               Ответ: Cxxxx ++++ 6sin
24
14sin

16
12sin

8
1

4
1

. 

14. ( ) ( )dxxx∫ 3cos2sin 23 .                                                                     

            Ответ: xxx 6cos
48
14cos

64
32cos

16
3

++− +− x8cos
128

3 Cx +12cos
192

1
. 

15. ∫ xx
dx

2sinsin
.         Ответ: C

x
x

x
+

+
−

−−
1sin
1sinln

4
1

sin2
1  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠ Znnx ,

2
π . 

16. ( ) ( )∫ ++ 7sin1sin xx
dx

.    

                 Ответ: 
( )
( ) C
x
x

+
+
+

−
1sin
7sinln

6sin
1

 ( )Zknkxnx ∈≠+≠+ ,,7;1 ππ . 

17. ( ) ( )∫ +− 2cos1cos xx
dx

.   

       Ответ: ( )
( ) C
x
x

+
−
+

−
1cos
2cosln

3sin
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠++≠− Zknkxnx ,,

2
2;

2
1 ππππ . 

18. ∫ − 4sinsin x
dx

.   

               Ответ: C
x

x

+
+

−

2
4cos

2
4sin

ln
4cos

1  ( )Zknkxnx ∈+≠+≠− ,,24;24 πππ . 
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19. ∫ − 3coscos x
dx

.   

                   Ответ: C
x

x

+
+

−

2
3sin

2
3sin

ln
3sin

1  ( )Zknkxnx ∈≠+≠− ,,23;23 ππ . 

20. ∫ − 1cos5sin x
dx

   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈++≠+−≠ Zknkxnx ,,21

2
5;21

2
5 ππππ

. 

                                                                          Ответ: C
x

x

+
−+

+−

2

1
2

5
cos

2

1
2

5
sin

ln
1sin5

1
π

π

. 

21. ∫ + x
dx

2sin1
.                                                     Ответ: ( ) Ctgxarctg +2

2
1

. 

22. ∫ + x
dx

2cos1
.                                                          Ответ: Ctgxarctg +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
22

1 . 

23. ∫ + tgx
dx

1
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠+−≠ Zknkxnx ,,

2
;

4
ππππ

 

                                                                         Ответ: Cxxx +++
2
1cossinln

2
1

. 

24. ∫ + ctgx
dx

1
.            

            Ответ: Cxxx ++− cossinln
2
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠+−≠ Zknkxnx ,,;

4
πππ

. 

25. ∫ xdxx 33 cossin .                                              Ответ: Cxx
++−

6
cos

4
cos 64

. 

26. ∫ xdx6sin .               Ответ: Cxxxx +++− 2sin
48
14sin

64
32sin

4
1

16
5 3 .                
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27. ∫ xdxtg 5 .                     

                           Ответ: Cxxtgxtg +−− cosln
2
1

4
1 24  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

28. ∫ dx
x
x

2

5

sin
cos

.                Ответ: Cxx
x

++−−
3

sinsin2
sin

1 3

 ( )Znnx ∈≠ ,π . 

29. ∫ dx
x
x

4

5

cos
sin

. Ответ: Cx
xx

+−− cos
cos

2
cos3

1
3  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

30. ∫ xx
dx

23 cossin
.       Ответ: Cxtg

x
x

x
++−

2
ln

2
3

sin2
cos

cos
1

2
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠ Znnx ,

2
π . 

31. ∫ xx
dx

25 cossin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈≠ Znnx ,

2
π . 

                       Ответ: Cxtg
x
x

x
x

x
x

x
++−−−

2
ln

8
15

sin
cos

8
3

sin4
cos

sin2
cos

cos
1

242 . 

32. ∫ + xx
dx

22 sin16cos7
.                                      Ответ: Ctgxarctg +

7
4

74
1

. 

33. ∫ + xx
dx

22 sin9cos5
.                                         Ответ: Ctgxarctg +

5
3

53
1

. 

34. dxx∫ sin .                           Ответ: Cxxx ++− sin2cos2  ( )0≥x . 

35. ∫ xdxx 3sin .      Ответ: Cxxxxxx ++−− 3cos
12
13sin

36
1cos

4
3sin

4
3

. 

36. ∫ xdxx cos2 .                                   Ответ: ( ) Cxxxxx +−+ sincos2sin2 . 

37. ( )∫ dxee xx sin2 .                                            Ответ: ( ) ( ) Ceee xxx +− cossin . 

38. ( ) ( )∫ +++ dxxxx 14cos2 2 .                        Ответ: ( ) Cxx +++ 14sin
2
1 2 . 

39. ∫ ++ xdxxx cos)32( 2 .             Ответ: ( ) ( ) Cxxxx ++++ cos12sin1 2 . 

40. ( )∫ dxxx 2sin .                                                             Ответ: ( ) Cx +− 2cos
2
1

. 
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41. ∫ x
xdx

2sin
.                              Ответ: Cxxctgx ++− sinln  ( )Znnx ∈≠ ,π . 

42. ∫ x
xdx

4sin
.        

          Ответ: Cxxctgx
xx

xctgx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−− sinln22

sin2
1

sin3
1

22
( )Znnx ∈≠ ,π . 

43. ∫
+− xx

xdx
2cossin41

cos
.     Ответ: Cx

+
+

6
2sinarcsin  ( )26sin −<x . 

44. ∫ xx

dx
53 cossin

.              Ответ: Cxtgctgx ++− 3

3
22 ( )02sin >x . 

45. xdxx sin2cos∫ .          

            Ответ: −− xx 2coscos
2
1 Cxx ++ 2coscos2ln

4
2  ( )02cos ≥x . 

46. xdxx cos2cos∫ .        

                     Ответ: +xx 2cossin
2
1 ( ) Cx +sin2arcsin

4
2 ( )02cos ≥x . 

47. ∫
+ dx

xx
x
2coscos

sin1
.     

                 Ответ: 
( )

C
x

x
+

−
−

sin12
1sin2arcsin  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >∈+≠ 02cos;,

2
xZnnx ππ

. 

48. ∫ + x
xdx

2

2

sin1
sin

.                

                                    Ответ: ( ) Ctgxarctgx +− 2
2

1
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

49. ∫ + xx
xdx

cos3sin2
sin

.        

                       Ответ: Cxxx ++− cos3sin2ln
13
3

13
2

 ( )0cos3sin2 ≠+ xx . 
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50. ∫ +− 2cos3cos
sin

2 xx
xdx

.   

                                                             Ответ: C
x
x

+
−
−

2cos
1cosln  ( )Znnx ∈≠ ,2π . 

51. ∫ +− 6cos5cos
cos

2 xx
xdx

 ( )Znnx ∈+≠ ,2ππ . 

                                    Ответ: +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
2

2
3 xtgarctg Cxtgarctg +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3

3
4

. 

52. ∫ + xx
dx

44 cossin
.                                            Ответ: Cxtgarctg +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2
2

2
1

. 

53. ∫ + xx
xdx

33 cossin
sin

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >∈+−≠ 0sin;,

4
xZnnx ππ

. 

                     Ответ: 
( ) C

x
xxarctg

xx
xx

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
+

−
sin

sincos2
3

1
cossin1

cossinln
6
1 2

. 

54. ∫ +− 6sin5sin 2 xx
dx

.    

                                    Ответ: +
−

−
22

1
2

3

2
1

xtg
arctg C

xtg
arctg +

−

3

1
2

2

3
2

. 

55. dx
xx
xx

∫ ++
++

2cossin2
1cossin ( )Znnxxx ∈+≠−≠+ ,2;2cossin2 ππ . 

                                  Ответ: −+++ 2cossin2ln
5
1

5
3 xxx C

xtg

xtg
+

+

+

3
2

1
2ln

5
1

. 

56. dx
x

x
∫

+ 4cos1
2sin

.                                  Ответ: ( ) Cx +++− 42 cos1cosln . 
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЙ,  
СОДЕРЖАЩИХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ,  

ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ, ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ  
И ДРУГИЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ 

 
       
 
 
 
 
 

6.1.   Интегрирование гиперболических функций 
        При интегрировании выражений, содержащих гиперболические функции, 
при необходимости выполнять преобразования над ними используются, в част-
ности, следующие формулы:  
основное гиперболическое тождество 122 =− xshxch ; 
формулы двойного аргумента: chxshxxsh ⋅⋅= 22 , xshxchxch 222 += ; 

формулы 
xch

xth 2
2 11 =− , 

xsh
xcth 2

2 11 =− ; 

формулы понижения степени: 
2

122 +
=

xchxch , 
2

122 −
=

xchxsh ; 

формулы суммы и разности двух аргументов: 
( ) chxshychyshxyxsh ⋅±⋅=± , ( ) shyshxchychxyxch ⋅±⋅=± ,  

( )
thythx

thythxyxth
⋅±

±
=±

1
, ( )

cthxcthy
cthycthxyxcth
±

±⋅
=±

1
; 

формулы преобразования произведений синусов и косинусов в суммы:    

( ) ( )( )yxshyxshchyshx −++=⋅
2
1

, 

( ) ( )( )yxchyxchchychx −++=⋅
2
1

, 

( ) ( )( )yxchyxchshyshx −−+=⋅
2
1

 и пр. 

      Подчеркнём, что большинство практических приёмов интегрирования по-
добного рода выражений имеют свои аналоги среди соответствующих приёмов, 
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разработанных для тригонометрических функций. Так,  интегралы от чётных 
степеней shx  и chx  находятся с помощью формул понижения степени 

2
122 +

=
xchxch , 

2
122 −

=
xchxsh  и =⋅ chxshx  

2
2xsh

=  Интегралы от 

нечётных степеней  shx  и chx  находятся отделением множителя первой сте-
пени и введением новой переменной и т.д. Поэтому отдельно на них останавли-
ваться не будем. 
      Обратим внимание на существующую связь между табличными интегралами 
( 0>a ) 

                              ∫ +±+=
±

Caxx
ax

dx 22

22
ln ( )ax > ,                  ( )1  

                                     ∫ +
+
−

=
−

C
ax
ax

aax
dx ln

2
1

22 ( )ax ≠                         ( )2  

и обратными гиперболическими функциями. 
      1. Известно, что обратной функцией к гиперболическому синусу shxy =  на 

множестве R  является ареа-синус == Arshxy ( )1ln 2 ++ xx , Rx∈ . С 

учётом этого один из интегралов ( )1  можно записать в виде 

∫ +=
+

C
a
xArsh

ax
dx

22
. 

      2. Известно также, что обратными функциями к двум ветвям гиперболиче-
ского косинуса chxy = , 0≥x  и chxy = , 0≤x  являются соответственно 
функции 

( )xArchy += ( )1ln 2 −+= xx     и  ( )xArchy −= ( )1ln 2 −−= xx . 
Обе эти функции, рассмотренные как две ветви двузначной функции, носят на-

звание ареа-косинуса и обозначаются == Archxy ( )1ln 2 −± xx . С учётом 

этого получаем, что на промежутке ax >  второй из интегралов ( )1  принимает 
вид 

∫ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
+ C

a
xArch

ax
dx

22
. 

      3. Наконец, при 1<x  определена функция, обратная к гиперболическому 

тангенсу и называемая ареа-тангенсом 
x
xArthxy

−
+

==
1
1ln

2
1

; а на проме-
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жутках 1>x  определена функция, обратная к гиперболическому котангенсу и 

называемая ареа-котангенсом == Arcthxy  
1
1ln

2
1

−
+

=
x
x

. Учитывая это, по-

лучаем ещё одну форму записи для интеграла ( )2 : 

∫ =
− 22 xa
dx

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>+

<+

.,1

,1

axеслиC
a
xArcth

a

axеслиC
a
xArth

a  

      Отметим, что к интегрированию гиперболических функций сводятся, в част-
ности, интегралы вида  

( )∫ − dxaxxR 22, , ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
− dx

ax
axxR , ,  ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+ dx

ax
axxR ,   

подстановкой chtax ⋅= ,  0≥t , а также интегралы вида 

 ( )∫ + dxxaxR 22,  

подстановкой shtax ⋅= , Rt ∈ . 

      Пример 1. ∫ shx
dx

. 

      Решение. Преобразуя подынтегральное выражение, при 0≠x  получаем 

(аналогично вычислению интеграла ∫ x
dx

sin
): 

=∫ shx
dx

∫ ∫ ==

22
2

22
2 2 xchxth

dx
xchxsh

dx Cxth
xth

xthd
+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫ 2
ln

2

2
. 

      Пример 2. ∫ xdxsh 2 . 

     Решение. Так как 
2

122 −
=

xchxsh , то =∫ xdxsh 2 ( ) =−∫ dxxcg 12
2
1

 

                       = ( )−∫ xxdch 22
4
1

∫ +−= Cxxshdx
2

2
4
1

2
1

. 
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      Пример 3. ∫ xdxsh3 . 

      Решение. ∫ =⋅ shxdxxsh 2 ( )∫ =chxxdsh 2 ( ) ( )∫ =− chxdxch 12   

Cchxxch
+−=

3

3

. 

      Пример 4. ∫ xdxch 4 . 

      Решение. Применяя формулы понижения степени, получаем ( )0≠x  

∫ xdxch 4 ( )∫ =+= dxxch 221
4
1

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++ dxxchxch
2

41221
4
1

 

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= dxxchxch 4

2
122

2
3

4
1

Cxshxshx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 4

8
12

2
3

4
1 . 

      Пример 5. ∫ xdxcth 2 . 

      Решение. ∫∫ =
+

= dx
xsh

xshdx
xsh
xch

2

2

2

2 1 Cxcthx ++−  ( )0≠x . 

      Пример 6. ∫ dx
xch

shx
2

. Решение. 

∫ dx
xch

shx
2

( )
( )∫ =

−
=

12

2
2

1
2

chx

chxd ( ) Cxchchx ++ 22ln
2

1
. 

      Пример 7. ∫
⋅

dx
xthxch

dx
3 22

. Решение.  

=
⋅

∫ dx
xthxch

dx
3 22

( ) ( ) Cthxthxdthx +⋅=∫ − 33
2

3  ( )0≠x . 

      Пример 8. ∫ ⋅ xdxchchx 3 . 

      Решение. Используя формулу преобразования произведения гиперболиче-

ских косинусов ( ) ( )( )βαβαβα ++−=⋅ chchchch
2
1

, получим 

∫ ⋅ xdxchchx 3 ( )∫ =+= dxxchxch 42
2
1 Cxshxsh ++ 4

8
12

4
1

. 
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      Пример 9. ∫ ⋅⋅ xdxshxshshx 32 . 

      Решение. Последовательно применяя формулы преобразования произведе-
ния гиперболических функций в суммы, получаем 

∫ ⋅⋅ xdxshxshshx 32 ( ) =−⋅= ∫ dxxchxchxsh 242
2
1

 

( ) =−−= ∫ dxxshxshxsh 426
4
1 Cxchxchxch

+−−
8
2

16
4

24
6

. 

      Пример 10. ∫ ⋅ xchxsh
dx

22 . 

      Решение. Пользуясь основным гиперболическим тождеством 
 122 =− xshxch ,  

представим единицу в числителе дроби как гиперболическую единицу: 

∫ ⋅ xchxsh
dx

22 ∫ =
⋅
−

= dx
xchxsh
xshxch

22

22

∫ ∫ =−
xch

dx
xsh

dx
22

 
 Cthxcthx +−−= ( )0≠x . 

      Пример 11. ∫ +
⋅ dx

xch
xchshx

2

3

1
. 

      Решение. =
+
⋅

∫ dx
xch
xchshx

2

3

1
( )( )

∫ +
−+⋅ dx

xch
xchchxshx

2

2

1
11

. Положим 

xcht 21+= , откуда dxshxchxdt ⋅⋅= 2 . Значит, имеем  

=+−=
−

∫ Cttdt
t

t ln
2
1

2
1

2
1 ( )−+ xch21

2
1 ( ) Cxch ++ 21ln

2
1

. 

      Пример 12. ∫ dxthx . 

      Решение. Положим thxt = . Тогда ( ) 2

2
2

1
1ln

2
1

t
ttArthx

−
+

==  ( 1<t ), 

41
2

t
tdtdx
−

= . Переходя к новой переменной, получим 

∫ dxthx ∫ ∫ ∫ =
+

−
−

=
−

= 224

2

111
2

t
dt

t
dt

t
dtt

=+−
−
+ Carctgt

t
t

1
1ln

2
1

 

Cthxarctg
thx
thx

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

=
1
1ln

2
1

 ( )0≥x . 
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  6.2.   Интегрирование показательных функций 
       Если подынтегральное выражение содержит показательную функцию, то 
либо этот интеграл сводится к табличному, либо следует подобрать соответст-
вующую подстановку (внести подходящую функцию под знак дифференциала), 
либо проинтегрировать по частям.  
      Интегралы вида ( )∫ dxeR x , где R  – рациональная функция, с помощью 

подстановки xet =   преобразуется к интегралу от рациональной функции. 
       Рассмотрим примеры. 

      Пример 1. ∫ ⋅⋅ dxxxx 32 532 . 

      Решение. Преобразуем подынтегральную функцию к виду одной показа-
тельной функции (тем самым, сведя интеграл к табличному интегралу):     

=⋅⋅∫ dxxxx 32 532 ( )∫ ∫ +==⋅⋅ Cdxdx
x

xx

2250ln
22502250532 32 . 

      Пример 2. ∫ ⋅
−

3

1
2

x
dxe x . 

      Решение. Внесём функцию 3

1
x

 под знак дифференциала =3x
dx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 2

1
x

d  и 

получим  

∫ ⋅
−

3

1
2

x
dxe x = ∫ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

−

2

1 1
2
1 2

x
de x  +−

− 2
1

2
1 xe C ( )0≠x . 

      Пример 3. ∫ −+ xx ee
dx

. 

      Решение. Умножим одновременно числитель и знаменатель дроби на xe , а 
затем внесём xe  под знак дифференциала:  

∫ −+ xx ee
dx ( )

( )
( ) Cearctg

e
ed

e
dxe x

x

x

x

x

+=
+

=
+

= ∫∫ 11 22 . 

      Пример 4. ∫
+ xe
dx

21
. 

      Решение.  Вынесем xe  из-под знака радикала и затем внесём xe−  под знак 
дифференциала: 
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=
+

∫ xe
dx

21 ∫ ∫ =
+

=
+ −

−

− 11 22 x

x

xx e
dxe

ee
dx ( )

( )∫ =
+

−
−

−

12x

x

e

ed
 

( ) Cee xx +++−= −− 1ln 2 . 

      Пример 5. ∫ +
− dx

e
e

x

x

1
1

. 

      Решение. Положим xet = . Тогда =
+
−

∫ dx
e
e

x

x

1
1

∫ =
+
−

t
dt

t
t

1
1   

=
−

−
= ∫ t

dt
t
t

1
1

2 ∫ −
−12t

dt
∫ =

−12tt
dt ( )+−+ 1ln 2tt  

=++ C
t
1arcsin ( )+−+ 1ln 2xx ee ( ) Ce x +−arcsin  ( )0≥x . 

      Пример 6. ∫ −−
++ dx

ee
ee

xx

xx

32
13

2

2

. 

      Решение. Положим xet = . Тогда получаем интеграл ( )∫ −−
++ dt

ttt
tt

32
13

2

2
. Так 

как ( ) ( )( )31322 −+=−− tttttt , то разложение на простейшие дроби имеет вид 

( )( ) 3131
13 2

−
+

+
+=

−+
++

t
C

t
B

t
A

ttt
tt

. 

Приводя дроби в правой части к общему знаменателю и приравнивая тождест-
венно многочлены в числителях, получим 
                ( )( ) ( ) ( )133113 2 ++−+−+=++ tCttBtttAtt . 
Если подставить 0=t , то находим 

3
1

−=A ; если же подставить 1−=t , то по-

лучим 
2
1

=B . Наконец, если положить 3=t , то найдём 
12
31

=C . Подставляя 

найденное разложение под знак интеграла, получим  

=
−−
++

∫ dx
ee
ee

xx

xx

32
13

2

2

∫ ∫ ∫ =
−

+
+

+−
312

31
12

1
3
1

t
dt

t
dt

t
dt

 

( ) =+−+++−= Cttt 3ln
12
311ln

2
1ln

3
1 ( )+++− 1ln

2
1

3
xex
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Ce x +−+ 3ln
12
31

 ( )3ln≠x . 

      Пример 7. ∫
+++ 6321

xxx

eee

dx
.  

      Решение. Положим 6
x

et = , тогда 

∫
+++ 6321

xxx

eee

dx
( ) ( )( )∫ ∫ =

++
=

+++
= 232 11

6
1

6
ttt

dt
tttt

dt
 

∫ ∫ ∫ =
+
+

+
+

+= dt
t
DCt

t
Bdt

t
Adt

211
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++ 61ln

6

x

eBAx
 

1
631ln

2
CeDarctgeC xx

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++ . 

      Методом неопределённых коэффициентов находим 6=A , === DCB  
3−= . Окончательно имеем 

 ∫
+++ 6321

xxx

eee

dx
1

636 311ln3 Cearctgeex
xxx

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= . 

      Пример 8. ∫ dxex x33 . 

      Решение. Полагая dxedvxu x33 , == , проинтегрируем по частям: 

=I ∫ dxex x33 ( )∫ =⋅−= dxxeex xx 233
3

3
3
1

3 ∫− dxexex xx 323
3

3
.  

Полагая теперь 2xu = , dxedv x3= , второй раз проинтегрируем по частям: 

=I ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−− ∫ dxxeexex xxx 2

3
1

33
33

2
3

3

( ) +−
3

3
23

xexx ∫ dxxe x3

3
2

. 

Наконец, полагая xu = , dxedv x3= , последний раз проинтегрируем по час-
тям:  

=I ( ) +−
3

3
23

xexx =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ∫ dxeex xx 33

3
1

33
2

 Cexxx
x

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

39
2

3
2 3

23 . 
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6.3.   Интегрирование логарифмических функций 

       Если подынтегральное выражение содержит логарифмическую функцию, то 
так же, как и в случае с показательной функцией, интеграл либо сводится к таб-
личному, либо берётся с помощью некоторой подстановки (функция вносится 
под знак дифференциала), либо интегрируется по частям. 

      Пример 1. ∫ xdxln . 

      Решение. Интегрируя по частям при xvxu == ,ln , получаем   

∫ xdxln ∫ =⋅−= dx
x

xxx 1ln Cxxx +−ln  ( )0>x . 

      Пример 2. ∫ xdx2ln . 

      Решение. Дважды интегрируя при 0>x   по частям, находим  

∫ xdx2ln ∫ =⋅⋅−= dx
x

xxxx 1ln2ln 2 ∫ =− xdxxx ln2ln 2  

2ln 2 −= xx Cxxx ++ 2ln . 

      Пример 3. ∫ xdxnln  ( )Nn∈ . 

      Решение. Интегрируя по частям, получим рекуррентную формулу пониже-
ния степени для интегралов данного типа: 

=nI ∫ xdxnln ∫ =−= − xdxnxx nn 1lnln 1ln −⋅− n
n Inxx , где xI =0 . 

Например, CxxxI +−= ln1 , 

                   ( ) CxxxxxI +−−= ln2ln 2
2 , 

                   3ln3
3 −= xxI ( ( ))ln2ln 2 xxxxx −− C+  и т.д. ( )0>x . 

      Пример 4. ∫ dx
x
xln

. 

      Решение. Внесём 
x
1  под знак дифференциала: 

∫ dx
x
xln

= ( ) Cxxxd +=∫ 2
lnlnln

2

 ( )0>x . 

§6. Интегрирование гиперболических, показательных и др. функций 

 

167 

 

      Пример 5. ∫ xdxx ln2 . 

      Решение. Интегрируя по частям при dxxdvxu 2,ln == , получим    

∫ xdxx ln2 ∫ =⋅−= dx
x

xxx 1
3
1ln

3
3

3

Cxxx
+−

9
ln

3

33

 ( )0>x . 

      Пример 6. ( )∫ ⋅ xxx
dx

lnlnln
. 

      Решение.  Принимая во внимание, что ( )( )xd
xx

dx lnln
ln

= , имеем при 

1>x :  

( ) =⋅∫ xxx
dx

lnlnln
( )( )
( ) ( ) Cx

x
xd

+=∫ lnlnln
lnln
lnln

. 

      Пример 7. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ dx

x
x 3ln

. 

      Решение.  Заметим, что данный интеграл относится к группе интегралов ви-
да ∫ xdxx mn ln  ( )NmnRn ∈−≠∈ ,1, , для которых существует рекуррент-

ная формула понижения степени m : 

∫ xdxx mn ln = ∫ −+

+
−

+
xdxx

n
mxx

n
mnmn 11 ln

1
ln

1
1

, 

по которой вычисление рассматриваемого интеграла сводится к вычислению 
интеграла такого же типа, но с меньшим на единицу показателем степени при 

xln . В данном случае 3,3 =−= mn . На практике держать в уме формулу не 
имеет большого смысла, проще три раза проинтегрировать по частям: 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ dx

x
x 3ln

= ∫ =⋅ xdx
x

3
3 ln1

∫ =⋅+⋅− xdx
x

x
x

2
3

3
2 ln1

2
3ln

2
1

 

+⋅−= x
x

3
2 ln

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅− ∫ xdx

x
x

x
ln1ln

2
1

2
3

3
2

2   

x
x

3
2 ln

2
1

⋅−= =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−+⋅− ∫ 32

2
2 2

1ln
2

1
2
3ln

4
3

x
dxx

x
x

x
 

Cxxx
x

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−=

2
1lnlnln

3
2

4
3 23

2  ( )0>x . 
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      Пример 8. а) ( )dxx∫ lnsin ; б) ( )dxx∫ lncos . 

      Решение. Интегрируя по частям каждый из интегралов, имеем 
=1I ( )dxx∫ lnsin ( ) ( )dxxxx ∫−= lncoslnsin ( ) 2lnsin Ixx −=  

=2I ( )dxx∫ lncos ( )+= xx lncos ( )dxx∫ lnsin ( )+= xx lncos 1I . 

      Отсюда получаем, что =1I ( ) ( )( ) Cxxx
+− lncoslnsin

2
, 

                                       =2I ( ) ( )( ) Cxxx
++ lncoslnsin

2
 ( )0>x . 

      Замечание. Можно было бы найти эти интегралы, интегрируя последова-
тельно каждый из них два раза по частям. 

      Пример 9. ( )∫ + dxxx x ln1 . 

      Решение. Положим xxt = , тогда ( )dxxxdt x ln1+=  и для интеграла имеем:   

( )∫ + dxxx x ln1 ∫ +=+== CxCtdt x  ( )0>x . 

      Пример 10. 
( )

∫
+

++ dx
x

xxx
2

2

1
1ln

. 

      Решение. Интегрируя по частям, находим 
( )

∫ =
+

++ dx
x

xxx
2

2

1
1ln

   

( ) ( )∫ =+++= 22 11ln xdxx ( ) ∫ =−+++ dxxxx 22 1ln1  

( ) Cxxxx +−+++= 22 1ln1 . 

      Пример 11. ( )∫ ++ dxxx 22 1ln . 

      Решение. Применяя интегрирование по частям, получаем 

( )∫ ++ dxxx 22 1ln ( )−++= 22 1ln xxx ( )
∫ =

+

++ dx
x

xxx
2

2

1

1ln2   

 = ( )−++ 22 1ln xxx ( ) ( )∫ =+++ 22 121ln xdxx   

= ( )−++ 22 1ln xxx ( ) Cxxxx +++++ 21ln12 22 . 
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      Пример 12. ( )∫ −⋅+ dxxxx 1ln1 22 . 

      Решение. Положим 12 += xt  и проинтегрируем по частям: 

( )∫ −⋅+ dxxxx 1ln1 22 ( )∫ =−= dttt 2ln
2
1 22 ( ) ( )∫ =− 32ln

2
1 32 tdt  

( )−−= 2ln
6
1 23 tt ∫ =

− 23
1

2

4

t
dtt

 ( )−− 2ln
6
1 23 tt  

 =+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

++− C
t
ttt

2
2ln22

33
1 3 ( ) ( )−−

+
1ln

3
1 2

32

x
x

 

−+
+

− 1
9

7 2
2

xx
 C

x

x
+

++

−+

21

21ln
3
2

2

2
 ( )1>x . 

      Пример 13. ∫ +
−

⋅
−
+ dx

x
x

x
bax

1
1ln

12

2

. 

      Решение. Положим thtx = , тогда 
x
xt

−
+

=
1
1ln

2
1  и интеграл примет вид 

∫ +
−

⋅
−
+ dx

x
x

x
bax

1
1ln

12

2

( )∫ =−⋅
−
+

=
tch

dtt
tth

btath
22

2

2
1

( )∫ + tdtbtath 22 = 

∫ ⋅+= tdtthtabt 22 2 . 

Последний интеграл вычисляем интегрированием по частям: 

=⋅∫ tdttht 2 ( ) ( ) ( ) =−−−=− ∫∫ dtthttthtttthtttd +⋅− thttt 22

Ccht ++ ln . Итак, ∫ +
−

⋅
−
+ dx

x
x

x
bax

1
1ln

12

2

 abt 22 += ( +⋅− thttt 22  

=++ Ccht)ln ( ) thtattba ⋅−+ 22 =++ Cchta ln2   

= ( ) +
−
+

⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
x
xax

x
xba

1
1ln

1
1ln

2
1 2

=+CArthxcha )(ln2  

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++

=
x
xba

1
1ln

4
2 ( ) Cx

x
xxa +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

+
− 21ln

1
1ln ,  

так как  ( )
21

1
x

Arthxch
−

=  ( )1<x . 
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6.4. Интегрирование обратных тригонометрических 

  функций 
      При интегрировании обратных тригонометрических функций используются 
всё те же общие приёмы интегрирование (преобразования, замена переменной, 
интегрирование по частям). Напомним, что интегралы вида 

( )∫ xdxxP arcsin , ( )∫ xdxxP arccos , ( )∫ arctgxdxxP , ( )∫ arcctgxdxxP ,  

где ( )xP  – целый алгебраический многочлен относительно x , вычисляются 
интегрированием по частям. При этом в качестве u  выбираются функции 

xarcsin , xarccos , arctgx , arcctgx , а за dv  – выражение ( )dxxP .  

      Пример 1. ∫
−⋅ 25 1arcsin xx

dx
. 

      Решение. 
( ) C

xx
xd

+
⋅

−=∫ 45 arcsin4
1

arcsin
arcsin

 ( )10 << x . 

      Пример 2. ∫ +
⋅

1x
dx

x
xarctg

. 

      Решение. Полагая xarctgt = , имеем ttgx 2= ,
t

dttgtdx 2cos
2 ⋅=  и то-

гда =
+

⋅∫ 1x
dx

x
xarctg

( )∫ ∫ ==
+⋅

⋅
⋅ tdt

ttgt
dttgt

tgt
t 2

1cos
2

22  

= ( ) CxarctgCt +=+ 22  ( )0>x . 

      Пример 3. ∫ xdxarccos . 

      Решение. Интегрируя по частям и полагая xu arccos= , dxdv = , опреде-

ляем dx
x

du
21

1
−

−= , xv = . Следовательно, 

 ∫ xdxarccos ∫ =
−

+= dx
x

xxx
21

1arccos −xxarccos   

( ) ( )∫ =−−−
− 22

1
2 11

2
1 xdx −xxarccos ( )

=+
−

⋅ Cx
2/1

1
2
1 2

1
2
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Cxxx +−−= 21arccos ( )1<x . 

      Пример 4. ∫ arctgxdx . 

      Решение. Полагая dxdvarctgxu == , , интегрируем по частям: 

∫ arctgxdx ∫ =
+

−= 21 x
xdxxarctgx ( )

∫ =
+
+

− 2

2

1
1

2
1

x
xdxarctgx  

= ( ) Cxxarctgx ++− 21ln
2
1

. 

      Пример 5. ∫ dxxarctg . 

      Решение. Интегрируя по частям, получаем  

∫ dxxarctg = −⋅ xarctgx
( )∫ =
+12 xx

xdx
 −⋅ xarctgx  

 
( )∫ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−− dx

xxx 12
1

2
1

−⋅ xarctgx ( )
( )∫ =

+
+

1
2

x

xdx  

−⋅= xarctgx Cxarctgx ++  ( )0>x . 

      Пример 6. ∫ xdxx arccos2 . 

      Решение. Положим xu arccos= , dvdxx =2 . Тогда, интегрируя по час-
тям, получаем 

=∫ xdxx arccos2 ∫ ∫
−

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

333

13
1arccos

33
arccos

x
dxxxxxxd .  

Образовавшийся в правой части интеграл ещё раз проинтегрируем по частям, 

положив на этот раз 2xu = , 
21 x

xdxdv
−

−
=  ( )1≤x : 

( )∫ =−− 22
3

1
3
1arccos

3
xdxxx

+−− 2
23

1
3

arccos
3

xxxx
 

( ) =−+ ∫ 221
3
1 xdx ( ) Cxxxxx

+−−−−
322

23

1
9
21

3
arccos

3
. 

      Пример 7. ( )∫ dxx 2arcsin . 

      Решение. Интегрируя по частям, находим ( )∫ dxx 2arcsin =  
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( ) −⋅= 2arcsin xx ∫ =⋅
−

xdx
x

x arcsin
1
2

2
 ( ) +⋅ 2arcsin xx   

+ ( )∫ =−⋅ 21arcsin2 xdx ( ) +⋅ 2arcsin xx −⋅− xx arcsin12 2  

Cx +− 2  ( )1<x . 

      Пример 8. ∫ dx
x

arctgx
3 . 

      Решение. Интегрируя по частям, положим arctgxu = , dv
x
dx

=3 . Тогда 

1
1

2 +
=′

x
u , 22

1
x

v −=  и имеем 

  =∫ dx
x

arctgx
3  ∫ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 22

1
x

arctgxd   

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅= 22

1
x

arctgx ∫ =
+

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

12
1

22 x
dx

x
 +− arctgx

x 22
1

 

( )∫ =
+

+
12

1
22 xx

dx +− arctgx
x 22
1 ( )

( )∫ =
+
−+ dx

xx
xx
1

1
2
1

22

22

 

+−= arctgx
x 22
1

∫ ∫ =
+

− )
1

(
2
1

22 x
dx

x
dx

+− arctgx
x 22
1

 

Carctgx
x

+−−+ )1(
2
1

= C
xx

arctgx +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−

2
111

2
1

2  ( )0≠x . 

      Пример 9. ( )∫ −⋅ dxxx 1arcsin . 

      Решение. Применяя простейшие преобразования, замену xu −=1  и интег-

рирование по частям, находим ( ) =−⋅∫ dxxx 1arcsin  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ =−−−−−−= xdxxdxx 11arcsin11arcsin1  

∫ −= uduu arcsin ∫ =uduarcsin  ∫ −
−

−
2

22

12
1arcsin

2 u
duuuu

 

∫ =
−

+−
21

arcsin
u

uduuu −uu arcsin
2

2

∫ −
− 2

2

12
1

u
duu

 

§6. Интегрирование гиперболических, показательных и др. функций 

 

173 

 

21arcsin uuu −−− . Интеграл ∫
− 2

2

1 u
duu

 вычислим тригонометрической 

подстановкой tu sin= , где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
,

2
ππt : 

∫
− 2

2

1 u
duu

∫ == tdt2sin ( )∫ =− dtt2cos1
2
1

=+− 12sin
4
1

2
Ctt

 

−= uarcsin
2
1

1
21

2
Cuu

+− .  

Окончательно имеем 

( )∫ −⋅ dxxx 1arcsin = −uu arcsin
2

2

−−− 21arcsin uuu

−− uarcsin
2
1(

2
1 21

2
uu

− ) =+C −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⋅

2
12arcsin

2
1 2 uuu  

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−− Cuu

4
11 2 ( )−−

− xx 1arcsin
4

32 2

 Cxxx +
+

⋅−
4

32 2   

( )( )2,0∈x . 

      Пример 10. ∫
−

+
⋅ dx

x
x

x
x

2

2

2 1
1arcsin

. 

      Решение. Положим xt arcsin= , разобьём интеграл на сумму двух интегра-
лов и затем один из них проинтегрируем по частям ( )10 << x : 

∫
−

+
⋅ dx

x
x

x
x

2

2

2 1
1arcsin

∫ =
−

+
⋅= tdt

t
t

t
t cos

sin1
sin1

sin 2

2

2  

( )∫ =+= dtt
t

t 2
2 sin1

sin ∫ =+
t

tdtt
2

2

sin2
( )∫ =− ctgttdt

2

2

 

=++⋅−= Ctctgttt sinln
2

2 ( ) ( )
( ) +⋅−

x
xxx

arcsinsin
arcsincosarcsin

2
arcsin 2

 

( ) =++ Cxarcsinsinln ( )
+

−
⋅−

x
xxx 22 1arcsin

2
arcsin Cx +ln . 
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      Пример 11. ∫ ⋅
+
+ arctgxdx

x
bax
12

2

. 

      Решение. Положим arctgxt = , тогда tgtx =  и приходим к интегралу 

∫ ⋅
+
+ arctgxdx

x
bax
12

2

( )∫ =+= dtbtatgt 2 ∫ ⋅+ tdttgtabt 2
2

2
.  

Последний интеграл вычислим интегрированием по частям: 

=⋅∫ tdttgt 2 ( ) ( ) ( ) =−−−=− ∫∫ dtttgtttgttttgttd +−⋅
2

2ttgtt  

Ct ++ cosln .  
Подставляя, окончательно получим 

∫ ⋅
+
+ arctgxdx

x
bax
12

2

abt
+=

2

2

=++−⋅ Ctttgtt )cosln
2

(
2

 

2
ab −

= ++⋅+ tatgtatt cosln2 =C
2

ab −
+xarctg 2  

+ ( ) =++⋅ Carctgxaarctgxax cosln
2

ab −
+xarctg 2 −⋅ arctgxax  

( ) Cxa ++− 21ln
2
1

 (так как ( )
21

1cos
x

arctgx
+

= ). 

      Пример 12. 
( )

∫ dx
e

e
x

xarcsin
. 

      Решение. Положим xet = , тогда 
( )

∫ dx
e

e
x

xarcsin
∫ == dt

t
t

2

arcsin
 

∫ =
−

+−=
21

arcsin1
tt

dtt
t

=+
−+

−− C
t

tt
t

211lnarcsin1
 

( ) ( ) Cxeee xxx ++−+−−= − 211lnarcsin  ( )0<x . 
 

 
Задачи для самостоятельного решения 

      Вычислить неопределённые интегралы: 

  1. ∫ xdxxchsh 22 .                                                        Ответ: Cxxsh +−
8
14

32
1

. 
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  2.  ( )∫ − dxchxshx 2 .                                             Ответ: Cxchxsh +− 2
2
12

2
1

. 

  3. ( ) ( )∫ dxbxaxsh cos .        

                                                      Ответ: 
( ) ( ) ( ) ( ) C

ba
bxaxbshbxaxach

+
+
+

22

sincos
. 

  4. dxx∫ −12 .                 Ответ: ( ) Carctg xx +−−− 1212
2ln

2 ( )0≥x . 

  5. ∫
− dx
x

x

2
122

.                                                       Ответ: C
xx

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
22

3

22
3
1

2ln
2 . 

  6. ∫
+− − dxx

xx

2

3212

6
32

.                                             Ответ: C
x

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−1

5
32ln

5
32

. 

  7. ∫
−

dxex
x
22 .                                                    Ответ: ( ) Cxxe

x

+++−
−

842 22 . 

  8. ∫
−

+− dxexx
x
22 )122( .                          Ответ: ( ) Cexx

x

+++−
−

22 13622 . 

  9. ∫ xdxe x sin .                                                       Ответ: ( ) Cxxe x

+− cossin
2

. 

10. ∫ xdxe x 22 sin .                                   Ответ: ( ) Cxxe x +−− 2cos2sin2
8
1 2 . 

11. ( )∫ dxee xx cos .                                                                    Ответ: ( ) Ce x +sin . 

12. ∫ − dxex x27 .                                     Ответ: ( ) Cxxxe x

++++−
−

663
2

246
2

. 

13. ∫
+

dx
e

xe
x

x

1
.                        Ответ: ( ) C

e

eex
x

x
x +

++

−+
−+−

11

11ln2122 . 

14. ∫
−++ xx ee

dx
11

.     

               Ответ: ( )++−− xx
x ee

e
11

2
1 ( )( )

( )( ) C
ee

ee
xx

xx

+
+−++

−−−+

1111

1111ln
4
1

. 
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15. dx
e

e
x

x

∫ + 44

2

.                                                                 Ответ: Cearctg
x

+
24

1 2

. 

16. dx
e
ee

x

xx

∫ −
+

1

2

.                                     Ответ: Cee xx +−−− 1ln2  ( )0≠x . 

17. ∫ −−
−− dx

ee
ee

xx

xx

32
32

2

2

.                               Ответ: Cex x +−+ 3ln  ( )3ln≠x . 

18. ∫ −
++ dx

e
ee

x

xx

16
163

4

2

 ( )2ln≠x . 

              Ответ: ( ) ( )−+++− 4ln
16
3)22ln(

32
1 2713 xxx eee  Cxearctg

x

+−
216

3 . 

19.  dx
x

x
∫

3 2ln
.                                                        Ответ: ( ) Cx +3

5
ln

5
3 ( )0>x . 

20. ∫ xx
dx
ln

.                                                       Ответ: Cx +lnln  ( )1;0 ≠> xx . 

21. ∫ dx
x

x
2

ln
.                                                         Ответ: C

xx
x

+−−
1ln

 ( )0>x . 

22. ∫ dx
x

x
3

ln
.                                                       Ответ: C

x
x

+
+

− 24
1ln2

 ( )0>x . 

23. ∫ xdxx 2ln .                             Ответ: ( ) Cxxx ++− 1ln2ln2
4
1 22

 ( )0>x . 

24. xdxx 2ln∫ .                     Ответ: Cxxx +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

9
8ln

3
4ln

3
2 22

3

 ( )0>x . 

25. ∫ dx
x
xln

.                                             Ответ: Cxxx +− 4ln2  ( )0>x . 

26. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + dx

x
x 11ln .   Ответ: Cxx

x
x

++−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 1ln

2
1

2
11ln

2

2

[ ]( )0,1−∉x . 

27. ∫ +
dx

x
xx 21

ln .  Ответ: ( ) Cxx
x

xx
++−+

+
22

2

2

1ln
2
1

4
1

1
ln

2
 ( )0>x . 

28. ( )∫ + dxxx 2ln .         Ответ: ( ) Cxxxxx +−+++ 1lnln 2  [ ]( )0,1−∉x . 
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29. ( )dxxx∫ +1ln2 .             

                         Ответ: ( ) +−+
9

1ln
3

33 xxx ( ) Cxxx
+++− 1ln

3
1

36

2

 ( )1−>x . 

30. ( )∫ dxxlncos2 .              

                                         Ответ: 
( ) ( ) Cxxxxx

+
+

+
10

ln2sin2ln2cos
2

 ( )0>x . 

31. 
( )

∫ dx
x
x

2cos
cosln

.   Ответ: ( ) Cxtgxxtgx +−+⋅ cosln  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+≠ Znnx ,

2
ππ

. 

32. ∫ xdxx cosln2sin .            Ответ: ( ) Cxx +− cosln21cos
2
1 2  ( )0cos >x . 

33. ∫
+

+ dx
xxx

x
32 ln

1
.              Ответ: Cxx ++ln2  ( )0;0ln >>+ xxx . 

34. 
( )∫
+

dx
x

x
321

ln
.                Ответ: Cxx

x
xx

+++−
+

2

2
1ln

1
ln

 ( )0>x . 

35. ( )∫ ++− dxxx 11ln .  

                               Ответ: ( ) Cxxxxx ++−++− arcsin
2
1

2
11ln  ( )1<x . 

36. 
( )
( )

dx
x

xx
∫

+

++
32

2

1

1ln
.       

                                                 Ответ: ( ) ( ) Cxxx
x

x
++−++

+
22

2
1ln

2
11ln

1
. 

37. ∫ −−
dx

x
x

x
x

1
ln

1 2
 ( )10 << x . 

                Ответ: −
−

−−
x

xx
1

ln1 2 ++
−+ x

x
x arcsin

2
111ln

2

Cx +− 21
2
1 . 

38. ( )∫ +⋅⋅ dxxarctgxx 21ln .  

       Ответ: ( ) ( )22 1ln
2

3
2
1

2
3 xxarctgxxx +−+− ( ) Cxarctgxx

++⋅⋅
+

+ 2
2

1ln
2

1 . 
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39. ∫ xdxx arcsin .               Ответ: Cxxxxx
+−+− 2

2

1
4

arcsin
4
1arcsin

2
. 

40. ∫ xarcctgxdx .                                                Ответ: Carcctgxxx
+

+
+

2
1

2

2

. 

41. ∫ xdxx arcsin2 .               Ответ: Cxxxx
+−

+
+ 2

23

1
9

2arcsin
3

 ( )1≤x . 

42. ∫ arctgxdxx 2 .                             Ответ: ( ) Cxxarctgxx
+++− 2

23

1ln
6
1

63
. 

43. ∫ dx
x

x 1arccos .      Ответ: Cxx
x

x
+⋅−− sgn1

2
11arccos

2
2

2

 ( )1≥x . 

44. 
( )∫
−

dx
x

xx
321

arccos
.                        Ответ: C

x
x

x
x

+
−
+

+
− 1

1ln
2
1

1
arccos

2
 ( )1<x . 

45. ∫ dx
x

x
2

arcsin
.               Ответ: C

x
x

x
x

+
−+

−−
211lnarcsin  ( )10 ≤< x . 

46. ∫ xdxarctgx 23 .                                      Ответ: −− xarctgxarctgx 224

4
1

4
1

  

                                                       ( ) −+−−
12

3
6
1 2

3 xarctgxxx ( ) Cx ++ 21ln
3
1

. 

47. ∫ +
dx

x
x

1
arcsin . Ответ: ttgtttgt +−⋅ 2 , где 

1
arcsin

+
=

x
xt ( )0>x . 

48. 
( )

∫ +
dx

x
xarcctg

291
3

.                                                 Ответ: ( ) Cxarcctg +− 3
6
1 2 . 

49. ∫
−

+ dx
x

xx
2

2
3

1
arccos

.             Ответ: Cxx +−−− 2
5

2 arccos
5
21  ( )1<x . 

50. 
( )

∫
−

+ dx
x

xx
2

3

41
2arcsin

.      

                                           Ответ: ( ) Cxx ++−− 2arcsin
8
141

4
1 42  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <

2
1x . 
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51. ∫ +
+

dx
x

xarctgx
241

2
.              Ответ: ( ) ( ) Cxarctgx +++ 2

3
141ln

8
1 2

3
2  ( )0≥x . 

52. ∫
−

− dx
x

xx
21

arccosarcsin .            Ответ: ( ) Cxx ++ 22 arccosarcsin
2
1 ( )1<x . 

53. ∫ +
− arctgxdx

x
x

1
2

2

2

.              Ответ: ( ) Cxxarctgxarctgx ++−− 22 1ln
2
1

2
3 . 

54. ∫ +
+ arctgxdx

x
x
1

23
2

2

.            Ответ: ( ) Cxxarctgxarctgx ++−+ 22 1ln
2
12 . 

55. ∫
−

dx
x

xx
2

3

1
arccos

.          

                              Ответ: Cxxxxx +
+

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−−

9
6arccos

3
21

32
2  ( )1<x . 

56. ∫ +
dx

x
arctgxx

2

4

1
.              

                             Ответ: −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ arctgxxxxarctg

32

32

( ) Cxx
+++ 2

2

1ln
3
2

6
. 

57. 

( )
∫

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

dx
ee

earctg

x
x

x

12

2

.  

                         Ответ: −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
222
xx

earctge ( ) Cexearctg x
x

++−+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1ln

2

2 . 
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